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BESCHRUVENDE MEETKUNST. 



INLEIDING^ 

$ 1. Meétkunstige grootheden , die slechts twee afmetingen hebbeu , 
dat is , vlakke figuren , kunnen in hunne ware gedaante en grootte 
onmiddellijk op een plat vlak worden voorgesteld , dewijl dit zelf twee 
ifinetingen heeft, en er tot het voorstellen van vlakke figuren even 
noveel vereiacht worden. Geheel anders is het er mede gelegen , wanneer 
Bieetkunstige grooliieden , welker deelen niet in een zelfde vlak liggen , 
of die meer dan twee afmetingen hebben , dat is , ligchamen , op een 
plat vlak moeten worden voorgesteld. 'De tak der wiskunde , die hierover 
handelt, wordt heschrijfende nuetkuntt genoemd: deze leert namelijk, hoe 
voorwerpen, die zich in de ruimte bevinden, op een plat vlak worden 
vooi^esteld; en omgekeerd, hoe men uit zulk eene voorstelling de ware 
gedaante en grootte der voorwerpen weder kan leeren kennen, en alles 
kan afleiden , wat hieruit en uit de verschillende* s^andep der voor?rerpea 
in de ruimte voortvloeit. f i» .' ' ^ -.«* - -i ^' , • 

$ 2. Uit dit tweeledig oogpunt . beschouwd , is 'dSér "be^l^^venj^ ^èet^^ ' ; 
kmóst even zoo nuttig als belangrijk. Voor zooverre^ ^U zi^ JigchamfciUJk'e ' • 
voorwerpen op een plat vlak leert voorstellen, is;^ij;;te8ksul^n$r>9^BT- 
«hillende echter wezenlijk van de «gewone teekenkunst ' 'y/xYssjp^ bedoeling 

Iii, de sprekendste overeenkomst met eenig voo7we;f]^'^ yqpi:. te. stelleto' in 
énn toestand, waarin het zich uit een zeker stAiLdi>a}](t Ju|^n^>lLet;oi^g> dte 
hcachouwers vertoont. Uit zoodanige voorstellingen laat ziéll èchtêt DOch 
it ware grootte en onderlinge ligging der voorwerpen en van hunne 
bokanddeelen , noch al datgene, wat hieruit voortvloeit, zoo eenvoudig 
m zoo b^saald afleiden , als zulks tot een klaar begrip van het . voorge- 
rtdde voorwerp, en in het bijzonder tot deszelfjs vervaardiging naar de 
tekening, vereiacht wordt. 

Daarentegen kunnen uit de vooi'stellingen der beschrijvende meetkunst', 
ie juiste afmetingen der voorwerpen, alsmede hunne ware gedaante en 
Muod onmiddellijk . bepaald , of op eene eenvoudige en gemakkelijke 
wiyab gevonden worden. Zij slelt derhalve den werktuigkundige, bouw- 
baidi|^ , enz. in staat , om door teekeningen zijne denkbeelden en 
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ootwcrpea Man êaiatn en ach advcn tot naaiiwkMirig ondenoek t« 
ondermpen, en die met de tg icuth te naanwkfnrighrid uit te ToeieD. 
* Zff ts bet middfd tot algemeene r eibi e kÜ Bg Tmn nuttige oitrindingen 
in bet Tak der werktDi^kande, bouwkonde en andere kniwten , dew^l 
zq doe nitTindingen aan anderen leeit medededen op eene Tolkomener 
wijze, dan zulks door de ToU«>digste onurbrijring loo knnnm gesdiieden. 

Uit bet ander oogpunt beicbouwd, namelijk in zoomre de beschryTende 
meetkunst uit de door baar Terkregene Toorstellingen Tan voorwerpen alks 
leert afleiden, wat uit derzelrer grootte, gedaante en stand Toortrloeit, 
is zij Toor den practiacben kunstenaar en den denkenden bandwerksman 
onontbeerliik, dewql deze door baar ilecbts kan worden in staat gesteld, 
om duiddijke tedteningen te ontwerpen, die te Terstaan, en er bet 
▼oorwerp beboorlijk naar te kunnen Yerraardigen. Hare kennis is dos 
in bet algemeen noodzakelijk Toor ben, die kunstmatige ▼oorweipen 
moeten ontwerpen en laten irerraardigen. 

Niet minder nuttig, ja zelfs onontbeerlijk, is de bescbriiTende meet- 
kunst tot bet ontwerpen Tan perspectiriscbe teekeningen , en ter bepaling 
▼an licbt en tcbaduw in platte gronden en opstanden. Deze beide 
takken der teekenknnst kunnen slecbts door baar alleen grondig beoefend 
worden* 

Om bet nut mn de besdirq^ende meetkunst TOor den krqgsman, en 
in het bijzonder toot den ingenieur en artillerist te bewgzen, behoeft 
men slechts te zeggen, dat deze zonder baar noch in staat is, om 
behoorlijke teekeningen Tan voorwerpen uit de fortificatie en artillerie 
te ontwerpen en uit te Toeren , noch die te verstaan en te beoordeelen. 
Men gevoelt bet nut van de beschrijvende meetkunst voor den beschaaf- 
den militair nog meer, wanneer men bedenkt, dat zoovele militair^ 
werken met platen in het lidit verschijnen. 

£indeltjk maakt de beschrijvehde meetkunst de beoefening der ana> 

lytiicbe meetkunst gemakkelijker. Zij is een voortreffelijk middel , om 

het veistand en ^lg*<yy}feeldingskracht te oefenen en te veisterken , en 

is teven^ z&sr^^gfscb^t^ «om hem , die haar beoefent , eene even aan- 

», \ \ ]pÉuii^ , f^ ^ferstfthdelijke bezi^eid te verschaffen. 

.** ƒ ; IS'd. Dewyljiudetvoor te stellen ligchamen door vlakken, de vlakken 

* * dopr.l^nen{»cli*d^^aat8te door punten begrensd worden, komt het et 

yooreehi^ caS» MA\ den, stand van een punt in de ruimte te bepalen. 

Db slanu mr^ 9»e*|^*puBt in de ruimte kan slechts bepaald worden door 
btbu^^;van^^aV^e^*^arwerpen, die in stand gegeven zijn. Zullen deze 
vobhwjïi^n tStiier van menigvuldige toepassing kunnen wezen, en ge- 
makkelijk aangewezen kunnen worden, dan is het van belang, dat zij 
zoo eenvoudig mogelijk zijn. Zij kunnen dus niets anders wezen , dan 
punlen, lijnen of vlakken, ten opzigte waarvan men den stand van het 
te bepalen punt beschouwt. 

§ 4. Moet nu het te bepalen punt, van een gegeven punt een* zekeren 
afstand hebben, dan ziet men gemakkelijk in, dat elk punt van het 
oppervlak eens bols, welke dit gegeven punt tot middelpunt en dien 
gegeven' afstand tot straal heeft, aan deze voorwaarde voldoet, en dat 
dus het gezochte punt nog onbepaald is. Heeft bét, ter nadere bepaling, 
ook van een tweede. gegeven punt eenen bekenden afstand, dan ligt het 
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weder op het opperrlak dfs bols, welke dit tweede punt tot middelpunt, 
en dezen afstand tot straal heeft; het beTindt zich dus in de gemeen» 
doorsnede dezer twee oppervlakken, en is alzoo nog niet bepaald. Be- 
schouwt men het derhalve nog ten opzigte van een derde punt, dan is 
het klaar , dat aan hetzelve eindelijk de twee punten beantwoorden , 
waarin de doorsnede van de .twee eerste oppervlakken gesneden wordt 
door een derde oppervlak eens bols, welke den afstand tot het derde 
pont tot straal heeft. 

S 5. Moet het te bepalen punt, van eene regte lijn eenen zekeren 
aftUmd hebben, dan voldoet weder elk punt van het cilindervlak, dat 
doe regte lijn tot as, en den gegevenen afstand tot straal van het grond- 
vlak heeft. Om hetzelve nog nader te bepalen, moet men op eene der- 
gdijke wijze te werk gaan, als zoo even bij het punt geschied is. Het 
is klaar, dat het gezochte punt eerst door behulp van zijne afstanden 
tot drie regte lijnen derwijze zal bepaald wezen , dat aan hetzelve zullen 
beantwoorden de snijpnnten van drie cilindervlakken , welke die regte 
lijnen tot assen , en de afstanden van het punt tot deze regte lijnen tot 
itiaal hebben. 

$ 6. Heeft het te bepalen punt py van eenig vlak A den afstand a , 
dan voldoet ieder punt van de vlakken A' en A", welke op dezen afstand 
evenwijdig aan het vlak A kunnen gebragt worden, aan dit vereischte, 
derhalve is het punt p nog onbepaald. Moet het tevens den afstand i 
van eenig vlak B hebben, dat niet evenwijdig met het vlak A is, dan 
voldoet aan deze voorwaarde» ieder punt van de twee vlakken B' en B'', 
die op den afstand h evenwijdig aan B kunnen gebrast worden. Daar 
nu het punt p te gelijkertijd in twee der vier vlakkenr A', B', A'' en B'' 
Boet liggen , zoo ligt liet in eene der vier doorsneden dezer vlakken , en 
is derhalve nog niet bepaald. Voegt men' hierbij nog de derde voor- 
vraarde , dat het punt p ook den afstand c van een derde vlak G moet 
hdiben , dat niet evenwijdig is met A of B , dan voldoet aan deze voor- 
iraaide -weder dk punt van de twee vlakken; O iBte G"^ die op den 
a£itand e roet G evenwijdig zijn. Dewijl nu ke^'pünt A>t«; gelijkertijd 
hl drie der zes vlakken A', B', G', A", B" en C'' moét ligj^en, dm 
aan de drie voorwaarden te voldoen, zoo moet het-^ ^ nc^t punten 
iqn, waarin de vier doorsneden ^an A', B', A" en W <joö< de iM^kken 
C en C" gesneden worden. De stand van hei te. bépaléfl punt blijft 
derhalve, zonder bijvoeging van nieuwe voorwtardeb. , altJljdL'inQ^ twii- 
fclachtig tusschen acht punten , niettegenstaande mvx ; i^ec^n -bakken 
gebruikt heeft. 

J 7. Daar alzoo deze handelwijzen om het voorgestelde doel te bereiken , 
aiet eenvoudig genoeg. zijn, om bij eene veelvuldige toepassing het ver- 
oscfate gemak aan te brengen, zoo is men op andere middelen bedacht 
gevreest, om de ligging vaü een punt in de ruimte te bepalen, en, door 
behulp der projectiën , is men daarin zoo verre geslaagd, dat twee vlakken 
daartoe genoegzaam zijn. Deze leerwijze der projectiën zal in de vol- 
gende afdeeling verklaard worden. 
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en men brengt door deM projectiën , vlakken A'B en A'^B , loodregt op 
dé vlakken PQ en RQ, dan zal de regte lijn AB in elk der projecte- 
i-ende vlakken A'B en A'^B gelegen wezen; deze regte lijn zal derhalve 
de doorsnede wezen van deze twee laatste vlakken. 

§ 18. Twee lijnen*, naar welgevallen genomen in d^ vlakken van 
pn>jectie, knnnen alleen dan beschouwd worden als de projectiën van 
eene'zelt'de lijn in de ruimte, wanneer de vlakken, die door deze lijnen 
loodregt op de projectievlakken gebragt worden, niet evenwijdig zijn. 

Wanneer dus twee lijnen, elk gelegen in een der projectievlakken, 
beide loodregt zijn op de as van projectie in twee verschillende punten, 
kunnen zij niet de projectiën zijn van eenige lijn in de ruimte; want 
de vlakken, die door deze lijnen loodregt op de projectievlakken kunnen 
gebragt worden , zijn evenwijdig. 

Als twee lijnen .beide loodregt staan op de as van projectie, in ee& 
zelfde punt , dan kan men. deze lijnen wel beschouwen als de projectiën 
van eenige lijn in de ruimte ; maar dewijl derzelver projecterende vlakken 
dan in elkander vallen , en dus slechts één vlak uitmaken , blijft s^ 
geheel en al onbepaald in dat vlak. 

§ 19. Dewijl een plat vlak bepaald wordt door drie punten , die niet 
in eene regte lijn liggen , of door twee evenwijdige lijnen , of door twM 
elkander snijdende lijnen , zal ook een vlak in de ruimte door bovenge- 
noemde gegevens bepaald wezen , dewijl deze gegevens door hunne pro- 
jectiën bepaald worden. 

Daar echter de eerste dezer voorwaai-den dezelfde is als de derde , ea 
het overigens onverschillig is, waar de twee evenwijdige of de elkandef 
snijdende lijnen in het door dezelve te bepalen vlak gelegen zijn , asoo 
19 het geschiktste, deze lijnen zoodanig aan te nemen, dat zij , teu 
opzigte van de projectievlakken, het gemakkelijkst te construeren zijn« 
Dit geschiedt klaarblijkelijk, door voor dezelve de doorsneden te nemeq 
van het vlak met de beide projectievlakken. Zoo is b. v. het vlak KA 
(fig. 6) bepaald, door midd^ van deszelfs doorsneden K!A en h!*A mei 
de vlakken van projectie PQ en RQ, welke doorsneden alsdan de dovr^ 
gangen van het vlak KA met de vlakken van projectie genoemd worden. 

JDe stand uan een plak is dus bepaald ^ coodra men deszelfs doorgangm 
kent met twee vlakken y die elkander snijden» 

§ 20. De beide doorgangen h^A en K!'A (fig. 6) zullen, hoe vei 
aan beide zijden verlengd , altijd hetzelfde vlak KA blijven bepalen , en 
zij gaan beide door hetzelfde punt A van de as van projectie, zijndl 
dit het punt , waar deze as het vlak snijdt. 

Is echter de stand van een vlak A'A" (fig. 7) zoodanig, dat de M 
van j)rojectie aan hetzelve evenwijdig loopt, en dat dus deze het vlak 
op eenen oneindigen afstand snijdt, dan loopen ook de doorgangen A'A' 
en A"A'' evenwijdig aan de as van projectie SQ. 

Twee lijnen, naar welgevallen genomen in twee vlakken, die elkan- 
der snijden, zullen dus dan alleen den stand van eenig vlak kunnen 
bepalen^ wanneer deze lijnen door een zelfde punt van de as van projectie 
gaan , of met dezelve evenwijdig loopen. 

§ 21. Ook de gebogene vlakken worden alleen door lijnen, en wel 
gewoonlijk door twee lijnen voorgesteld, waarvan de eene het gebogeM 
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vlak voortbrengt, terwijl zij lich onder zekere gegerene voorwaarden over 
4e andere heen beweegt , zoodat men alzoo in staat is , om gemakkelijk 
«Iken stand van de bewegende lijn , en daardoor ook elk punt van het 
gebogen vlak, aan te wijzen. 

$ 22. Het is gemakkelijk in te zien , dat het voorstellen van ligchamen 
geene zwarigheden meer kan opleveren , zoodra' men derzelver ribb^n , 
of de vlakken , waardoor zij begrensd worden , kan voorstellen. 

J 23. Na deze algemeene beschouwingen over de voorstelling van 
meetkunstige grootheden , door middel van de leerwijze der projectiën , 
gaan wij over tot eén nader onderzoek der projectievlakken zelven. 

Dewijl alle projectiën op een zelfde vlak, namelijk op het vlak van 
teekening , moeten worden voorgesteld , verbeeldt men zich altijd , dat een 
der vlakken van projectie om de as van projectie wentelt, tot dat hetzelve 
op het andere vlak komt te vallen. Baar nu liet vlak P/*, (fig. 1), dat 
door de beide projecterende lijnen PP' en PP" gaat, loodregt staat op de 
beide projectievlakken BB' en CXj', zal de gemeene doorsnede AS dezer 
vlakken, of de as van projectie, loodregt staan op het vlak Pi*, en 
dus ook op de lijnen PP en JPP" , die de doorsneden zijn van het vlak' 
Pi* met de vlakken van projectie BB' en CC', zoodat F'/'P' de stand- 
hoek is der vlakken BB^ en CC'. Wordt dus het vlak CC om de as 
▼an projectie naar achteren omgewenteld. tot dat hetzelve op BB' valt, 
dan zal de lijn P'i', die loodregt staat op AS, gedurende die omwen- 
teling loodregt op AS blijven , en dus , zöodra de beide vlakken van 
projectie slechts een vlak uitmajcen, in het verlengde vallen van P"/*^ 
die mede loodregt staat op AS, en^dooi' hetzelfde punt P gaat. 

De heide projectiën pan een zelfde punt op twee plakken , die elkander 
mjdenj liggen dus altijd in eene lifn^ die loodregt door de as pan pro- 
jectie gaat, 

J 24. Uit hetgeen in de vorige § gezegd is, volgt nog, dat als men 
de projectie van een punt op een vlak kent, de projectie van dat punt 
op een tweede vlak, dat het eerste snijdt, gelegen zal wezen in eene 
Iqn, die nit de bekende projectie loodregt door de gemeene doorsnede 
der beide vlakken getrokken wordt; en dat twee punten, genomen in 
twee vlakken, die elkander snijden, .dan alleen de projectiën van een 
zelfde punt in de ruimte kunnen wezen , wanneer de lijn , die deze beide 
punten vereenigt, loodregt gaat door de gemeene doorsnede dezer vlakken. 

$ 25. Ofschoon het onverschillig is, welken hoek de beide projectie- 
liakken met elkander maken , en welken stand zij in de ruimte hdiben , 
worden zij echter eenvoudigheidshalve altijd loodregt op elkander onder- 
steld, terwijl het eene horizontaal, en dus het andere verticaal woidt 
aangenomen. Het eene heet daarom het horizontale, en het andere het 
verticale plak pan projectie; terwijl de in hen liggende projectiën en 
doorgangen in horizontale en perticale projectiën y en in horizontale en 
verticale doorgangen wolden onderscheiden. Beide projectievlakken worden 
overigens als geheel onbegrensd beschouwd (*). 



(*) In de boawkoDtt , wordt de teekening , die men rerkr^gt , wanneer men eene der 
tó^wn eene gebouwe met alle merkwaardf^e punten en IQnen op een Tertleaai Tlak projec- 
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Verder heeft noen ($ 23), om al 4e proj^cLien in ccn zelfde vlak voor 
te stellen , eens en vooral aangenomen , dat. het bovenste gedeelte van 
liet verticale vlak om de as van projectie naar achteren is oragewenteld , 
tot dat hetzelve op het achterste gedeelte van het horizontale, en dus te 
gelijkertijd het onderste gedeelte van het verticale op het voorste gedeelte 
van het liocizontale vlak* komt te vallen. 

De aldus in elkander geslagene vlakken , dragen den naam van 
constructie -Ji guur ^ of flak pao. teekeniag, 

$ 26. Is nu HH' (fig. 8) het horizontale, en VV' het verticale 
vlak van projectie, en wordt het punt P op beide vlakken geprojecteerd, 
zoodat P' de horizontale , en P" de verticale projectie van het punt P 
is , dan is de stan Jhoek P'PP" regt , en dewijl de hoeken PP'jP en 
Vr'P roede regt zijn, zoo is PPTF' een reglhoek: derhalve F'i' = PP' 
en P'i' = PF' 

Daar verder PF en FF' de afstanden zijn , waarop het punt P zich 
van het horizontale en verticale vlak van projectie bevindt, en de lijnen 
Y'F en P'P niet veranderen , wanneer de vlakken van projectie op 
bovengenoemde wijze in elkander geslagen zijn (6g. 9) , maar alsdan 
(§ 23) slechtf ééne loodlijn F'F' op de as van projectie uitmaken, zoo 
volgt hieruit, dat in het flak pan teekening de afstand van de oertieaU 
nrojectie pan eenig punt 'tot de as pan projectie y den afstand aanwijst y 
mvaqrop dit punt ondersteld wordt pan bet horizontale plak te staan; en dat 
Fde afstand pan de horizontale projectie pan eenig punt tot de as pan projectie , 
den afstand aanwijst y waarop het punt- ondersteld wordt pan het perticale 
plak te staan, 

% 27. Om de punten 'uit het horizontale en verticale -vlak , wanneer 
zij in elkander geslagen zijp, en dus slechts éép vlak uitmaken, be- 
hoorlijk van elkander te onderscheiden , zal voortaan de horizontale 
projectie van eenig punt in de ruimte altijd aangewezen worden door 
dezelfde letter, die men bij het punt onderstelt, maar met één accent; 
de verticale projectie , door dezelfde letter met twee accenten , en het 
gemeene voetpunt der loodlijnen, die uit dp projectiën op de as vallen, 
door dezelfde schuine letter. 

Kortheidshalve zal ^oor ()?' , F/') een punt P in de ruimte aange- 
djuid worden , waarvan P' d^ horizontale , en P" de verticale projectie 
is; door (A'B', AJ'B") eene lijn AB in. de ruimte, 'waa^an X'W 
de liorfzpntalq , en A."Bl' 4^ verticale projectie is; terwijl "WBW een 
vlok zal voorstellen , hebben^ WB i^t horizontale^ , en 3'^^ tpt ▼er» 
ticalen doorgang. 

S 28. Door de snijding ^r twee vlakken van projectie, wordt de 
geheele pnbepaalde ruimte in vier twoevlakkige hoeken verduid. 

Een punt in 4^ ruimte kan nu , in elk dezer tweevla^kige hoeken , 
in een der beide vlakken van projectie, of in b^ide gelegen wdzea. 



leerl. rte opêtand of elevalie de$ gtboutca gPDOfmd. Verbeeldt men rich een geboaw 
Rrfnedei) door et-n vertirjai vlak , eii wordt de aldus vrrkregene doorsnede geprojecteerd 
np een vlak, dat evenw^diR is met het Rnqdende vlak, dan heet zalk eene teekenlBf 
rioor«fi0(i0 of profÜ. Wordt jd e voet eens gebouws . of eené vei dieping van ketieivt, op 
efn borizunlaai vUk gef rpjecterrd , dan Terknjgl men den platttn grond. 
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peukt mei^ uch nu altijd de twee vlakken van projectie op de in 
J 25 beschxevene wijze in elkander geslagen te zijn, dan zal men be- 
yinden, dat als het punt ligt: 
i\ In den eeTsten tweevlakkigen hoek, •£ boven het horizontale, en 
vóór het verticale vlak , (fig. 9) — • de verticale projectie boven , 
en de horizontale projectie beneden de as van projectie zal vallen ^ 
^. In den tweedep tweevlakkigen hoek , of onder het horizontale , 
en vóór het verticale vlak, — de beide projectien beneden de as 
van pwjectia zi}11en vallen. 
3^ In den derden tweevlakkigen hoek, of onder het horizontale, en 
achter het verticale vlak, — de horizontale projectie boven, en de 
vi^ticale projectie beneden ds as van projectie zal vallen. 
4^. In den vierden tweevlakkigen hoek, of boven het horizontale, en 
achter het vertiirale vlak,— de beide project iën boven de as van 
projectie zullen vallen. 
tf^. lp het horizontale, en vóór het verticale vlak,— ^ de horizontale 
projectie beneden, en de verticale projectie in de as van projectie 
zal vallen. 
6*. In het horizontale, en achter het verticale vlak,— de horizontale 

projectie boven, en de verticale projectie in de as zal vallen. 

7*. In het verticale, en boven het horizontale vlak, — de verticale 

projectie boven, en de horizontale projectie in de as zal vallen. 

8^. In het verticale, en beneden het horizontale vlak, — de verticale 

projectie beneden, en ^q horizontale projectie in de as zal vallen. 

9**. in beide vlakken , of in de as van projectie , — de béide projectiè'n 

in elkander in de as van projectie zullen vallen. 
Gebeurt het in het tweede of vierde der bovengenoemde gevallen, dat 
de beide projectiè'n in elkander vallen, dan zal zulks, op grond van het 
bewesene in $ 26, aantoonen, dat het punt in de ruimte even ver van 
het horizontale, als van het verticale vUk gelegen is. 

Mon oefene ^ch voorts, om omgekeerd, uit de ligging van de projectièn, 
den stand van het punt in de ruimte, ten opzigte der projectievlakken, 
te bepalen. 

$ 29. Dewijl de stand van een punt in de ruimte volkomen bepaald 
is , wanneer men. deszelfs beide projectiè'n kent op twee vlakken , die 
elkander snijden , zoo zal in het vervolg door een gegeven punt verstaan 
vprden een punt* waarvan de beide projectiè'n gegeven zijn; en als er 
gefvangd wordt, een punt te bepalen, 7al het er slechts op aankomen, 
de beide projectiè'n van dat punt te construeren. 

J 30. Is een punt gegeven door zijne beide projectiè'n op twee elkander 
lo^iregt tnijden4<? vlakken, die op de gewone wijze in elkander geslagen 
zijn, en wil men zich uit deze beide projectiè'n van het punt, den stand 
van het punt in d^ ruimte ten opzigte dpT beide projectievlakken voor- 
stellen, dan beginne men, roet zich het verticale vlak om de as van 
projectie weder opgeslagen te denken, tot dat het loodregt sta op het 
horizontale vifik ; vei-volgens verbeelde men zich eene loodlijn uit de hori- 
zontale projectie op het horizontale vlak en tevens eene loodlijn uit de 
verticale projectie op het verticale vlak opgerigt, dan zal het snijpunt 
dezer loodlijnen het punt in de ruimte aanwijzen. 
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§ 31. Wanneer HS (fig. 10) het horizontale, VS het verticale vlak 
van projectie, en CD eene willekeurige lijn in de ruimte is, dan zal 
C'iy de horizontale, en CD" de verticale projectie dezer lijn wesen. 
Hoe ver nu ook CD' en 0'!/* aan beide zijden verlengd worden , blijven 
zij altijd de projectiën der onbepaalde lijn , die door de punten C en D 
gaat. Volgens het bewezene in $ 26, wordt van elk willekeurig punt X 
in deze lijn , de afstand tot het horizontale vlak door X^X, en de af- 
stand tot het verticale vlak door X'JT aangewezen. Bij het in elkander 
slaan van de vlakken van projectie, veranderen de projectiën CD' en 
Cf'D'^ niet van stand ten opzigte van de as van projectie; derhalve zal 
ook in fig. 11 door X^^J de afstand van het punt X tot het horizontale 
vlak, en door X'JT de afstand van het punt X tot het verticale vlak 
worden aangewezen. 

Het is verder klaar , dat bij den hellenden stand , dien de lijn GD , 
zoowel ten opzigte van het horizontale , als van het verticale vlak heeft , 
elk der lijnen X'D' en X"D" kleiner zal wezen , dan de lijn XD, waar- 
van zij de projectiën zijn. 

$ 32. Beschouwt men de verschillende standen, die eene lijn ten opzigte 

van de projectievlakken kan hebben, dan zal men bevinden, dat als eene lijn : 

1®. Noch evenwijdig aan het horizontale, noch evenwijdig aan het 

verticale vlak is, (fig. 11) — de beide projectiën ook eenen wille- 

keurigen stand ten opzigte van de as van projectie zullen hebben^ 

2°. Evenwijdig is aan het horizontale vlak , -— de verticale projectie 

evenwijdig zal loopen aan de as van projectie. 
3'^. Evenwijdig is aan het verticale vlak, — de horizontale projectie 

evenwijdig zal loopen aan de as van projectie. 
4^. Evenwijdig is aan beide projectievlakken, — de beide projectiën ook 

evenwijdig zullen loopen aan de as van projectie. 
tt°. In het horizontale vlak gelegen is , -— de verticale projectie in de 

as van projectie zal liggen. 
6^. In het verticale vlak gelegen is, — de horizontale projectie in -de 

as van projectie zal liggen. 
7^. In beide vlakken, of in de as van projectie gelegen is,—- de beide 

projectiën ook in de as van projectie zullen liggen. 
8°. Door de as van projectie gaat , — - de beide projectiën elkander in 

de as van projectie zullen snijden. 
9<*. Loodregt staat op het horizontale vlak , •— de horizontale projectie 
een enkel punt, en de verticale projectie loodregt op de as van 
projectie zal wezen. 
10®. Loodregt staat op het verticale vlak , — de verticale projectie 
enkel punt, en de horizontale projectie loodregt op de as 
projectie zal wezen. ' 

In elk der acht eerste gevallen , zal men telkens de horizontale pro- 
jectie van eenig punt der lijn kunnen aannemen, om daaruit deaetCi 
verticale projectie te bepalen,' of omgekeerd. Neemt men echter in het 
negende geval de horizontale projectie van eenig punt aan, don zal 
deszelfs verticale projectie onbepaald blijven. Even zoo zal in het tiende 
geval, de horizontale projectie van eenig punt onbepaald blijven, wan-^ 
neer deszelfs verticale projectie wordt aangenomen. 
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Verder valt nog op te merken, dat in die gevallen , waarin de lijn 
evenwijdig loopt ' aan 'een der projectieylakken , hetgeen met uitzonde- 
ring van het c«rste en achtste der bovengenoemde gevallen plaats heeft , 
de projectie van eenig deel der lijn op dat vlak , gelijk zal zijn aan de 
werkelijke lengte van dat deel. 

Men oefene zich, om omgekeerd, uit den stand van de projectiën 
eener lijn , den stand van de lijn , ten opzigte der projectievlakken , 
te bepalen. 

S 33. Heeft eene lijn CD (fig. 12) zoodanigen stand ten opzigte der 
projectievlakken , dat derzelver projecterende vlakken in elkander vallen , 
en dus slechts één vlak GD uitmsÜLen, dan staan de projectiën C'iy en 
G^" dezer lijn beide loodregt op de as van projectie, en gaan door 
een zelfde punt D, Worden nu de projectievlakken in elkander gcbragt , 
(fig. 13), dan zullen deze projectiën, omdat zij beide loodregt staan 
op de as van projectie, en door een zelfde punt van dezelve gaan, in 
eUcanders verlengde vallen. 

In § 18 is reeds opgemerkt, dat bij zulk een' stand der projectiën, 
de lijn geheel en al onbepaald blijft in het vlak QD ; immers is het 
klaar , dat elke regf^ of kromme lijn , gelegen in dit vlak , dezelfde 
projectiën zal hebben. Om derhalve de lijn GD te bepalen, zal men 
een nieuw projectievlak moeten aannemen : zoo zal b. v. de lijn CD 
(fig. 12) bepaald zijn door hare projectiën CD' en GD op het hori- 
zontale vlak HS en het nieuwe verticale vlak QD» 

Wanneer dus de projectiën eener lijn loodregt staan op de as can projectie ^ 
en door een zelfde punt pan dezelve gaan^ dan is deze lijn geheel onbepaald ^ 
en men zal nieuwe projectievlakken moeten aannemen ^ om dezehe te èepalen, 

$ 34. Dewijl de stand eener lijn in de ruimte volkomen bepaald is, 
wanneer men hare projectiën kent op twee vlakken , die elkander snij- 
den, een enkel geval (§ 33) uitgezonderd, zoo zal in het vervolg door 
eene gegevene lijn verstaan worden eene lijn , waarvan de beide pro- 
jectiën gegeven zijn, en als er gevraagd wordt, eene lijn te bepalen, 
zal het er op aan komen, de beide projectiën dezer lijn te construeren. 

$ 35. Liggen de beide projectiën van een punt in de overeenkomstige 
projecliën een'er lijn, dan zal ook het punt zelf in die lijn gelegen wezen. 
Moet dus eene lijn door een punt in de ruimte gaan , dan moeten de 
beide projectiën der lijn ook door de gelijknamige projectiën van dat 
punt getrokken worden. Moet men een punt bepalen , en weet men , 
dat hetzelve in eene reeds bekende lijn moet liggen , dan zal het genoeg 
zijn , eene der beide projectiën van dat punt te vinden. »Moet men 
eindelijk een punt in eene gegevene lijn aannemen, dan zal dit kunnen 
geschieden , door eene der beide projectiën van «het punt in de overeen- 
komstige projectie van de lijn aan te nemen; want dan zal de andere 
projectie van het punt daardoor bepaald wezen. 

Liggen de beide projectiën van een punt buiten de projecliën eener 
lijn , dan ligt het punt in de ruimte ook geheel buiten die lijn. 

Ligt slechts ééne der beide projectiën van een punt in de overeenkom- 
stige projectie van eene lijn , dan ligt het punt in de ruimte ook wel buiten 
die lijn , maar toch in een der projecterende vlakken van de lijn. 

S 36. Qm zich eene lijn , gegeven door hare beide projectiën , op twte 
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elkander looJregt snijdende vlakken , die op de gewone wijze in elkander 
geslagen zijn, weder in haren wezenlijken stand ten opzigte der pro- 
jectievlakken voor te stellen, moet men eerst het verticale vlak om 
de as van projectie opgeslagen denken, tot dat hetzelve loodregt komt 
te staan .op het horizontale vlak; vervolgens zich door elk der gegevene 
projectiën vlakken verbeelden , die loodr^t staan op de overeenkomstige 
projectievlakken; de doorsnede dezer beide projecterende vlakken zal dan 
den begeerden stand der lijn aanduiden. 

§ 37. jlla tweo lijnen in de ruimte et>enipijdig zijn ^ zullen hare projeetiék 
op een ztlfde fUk mede efenmjdig zij». 

Want zijn AB en CD (fig. 14) de twee evenwijdige lijnen , AB' en 
CD' hare projecterende vlakken op het vlak FQ , en dus ($ 16) A^B' 
en CD' hare projectiën op dit vlak, dan is, omdat de lijnen AB en CD, 
alsnaede BB' en DD' evenwijdig zijn , het projecterend vlak AB' even- 
wijdig , aan het projecterend vlak CD'. De doorsneden A'B' en CD' 
van deze twee evenwijdige vlakken met het vlak FQ, of de projectiën 
der gegevene lijnen, zijn derhalve ook evenwijdig. 

£lke willekeurige lijn ab, gelegen in het projecterend vlak AB', 
zal insgelijks op het vlak FQ de lijn A'B' tot projectie hebben. De 
projectiën A'B' en C'l^ van twee lijnen ab en CD op een zelfde 
ylak FQ, kunnen dus wel evenwijdig zijn, zonder dat de lijnen ab en 
CD evenwijdig loopen. Wanneer dus de projectiën van twee lijnen op 
eén zelfde vlak evenwijdig zijn , mag men daaruit geenszins besluiten , 
dat ook de lijnen in de ruimte evenwijdig zijn : dit toont alleen aan , 
dat derzelver projecterende vlakken op datj vlak , aan elkander evenwijdig 
loopen. . 

$ 38. Als ti»ee lijnen geprojecteerd zijn op t»ee f lakken , die elkander 
snijden^ en de fvojectien dezer lijnen op het eene t^lak y zoowel als die op 
iet andere t^lak , aan elkander et^nwijdig zijn, dan zijn ook de lijnen in 
de ruimte aan elkander ecenw^dig. 

Want, volgens de aanmerking in het slot der vorige §, zijn de 
projecterende vlakken dezer lijnen , zoowel op het eene als' op het 
andere projectievlak, aan elkander evenwijdig. Deze vier projecterende 
vlakken snijden elkander nu volgens vier onderling evenwijdige lijnen , 
en daar onder deze vier lijnen zich ook de twee lijnen in de ruimte 
bevinden, zijn ook deze laatste evenwijdig. 

Het is klaar, dat als de projectiën van twee lijnen op het eene 
projectievlak evenwijdig zijn , en op het andere in elkander vallen , de 
lijnen in de ruimte dan almede evenwijdig zullen wezen. 

$ 39. Projecteert men twee elkander snijdende lijnen op twee vlakken , 
die dkander snijden , en liggen deze lijnen niet in een zelide projecterend 
vlak op een der projeclievlaken , dan zullen ook de projectiën dezer 
lijnen , zoowel op het eene , als op het andere projectievlak , elkander 
snijden. De snijpunten dezer projectiën zijn de projectiën van het snijpunt 
der lijnen in de ruimte, en deze snijpunten moeten dus,. als zijnde 
' de projectiën van een zelfde punt in de ruimte (§ 23) , in eene lijn 
gdegen wezen , die loodregt door de as van projectie gaat. 

Frojecteert men editer twee elkander snijdende lijnen op twee vlakken, 
dte elkander snijden, en liggen deze lijnen in een zeilde projecterend 
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▼lak op een der beide projectieylakken , dan zullen de prajectiën dezer 
lijnen op dat vlak in elkander vallen , terwijl die op het andere vlak 
elkander znUen snijden. 

Als dus twee lijnen in de ruimte elkander snijden, zullen hare pro* 
jectiëu op een zelfde vlak elkander snijden, of in elkander vallen, naar* 
gelang deze lijnen niet of al in een zelfde projecterend vlak gelegen zijn. 

Kruisen twee lijnen elkander , zonder elkander te snijden , en pro- 
jecteert men deze lijnen op twee vlakken, die elkander snijden, dan 
kannen hare projectiën op het eene vlak elkander snijden, en op het 
andere evenwijdig loopen, als namelijk hare projecterende vlakken op 
dat vlak evenwijdig zijn. Of wel, hare projectiën op het eene vlak, 
zoowel als die op het andere vlak , kunnen elkander snijden ; maar in 
dat geval zullen deze snijpunten niet de projectiën zijn van een zelfde 
punt in de ruimte, en dus niet in eene lijn gelegen wezen, die loodregt 
door de as van projectie gaat (*). 

Om iua te ondenoeken ^ of twee lijnen y waanden ie horizontale ^ toowel 
als de perticale projectiën elkander anijien , elkander in de ruimte zullen 
mijden y late men uit een dezer snijpunten eene loodlijn tallen op de as tfan 
projectie ; gaat deze loodlijn ook door het andere snijpunt y dan snijden de lijnen 
in de ruimte elkander, 

In fig. 15, b. V. wordt de lijn (FQ', P"Q") gesneden door de lijn 
(R'S^, R"S"); want de loodlijn, die uit V" op de as van projectie valt, 
gaat ook door V'. Het snijpunt dezer lijnen is het punt (V', V). 

Vallen de hotiiontale projectiën van ttvee lijnpn in elkander , terwijl de 
pcrticale elkander snijden, of omgekeerd y dan snijden de lijnen in de ruimte 
elkander altijd; want dan liggen zij in een zelfde vlak, en zijn niet 
evenwijdig. 

In fig. 16, b, v. wórdt de lijn (P'Q', P^Q") gesneden door de lijn 
(FQ', R"S"), en wel in het punt (r,.V"). 

Snijden de horizontale y zoowel als de. verticale projectién van twee lijnen 
elkander y maar gaat de loodlijn , die uit het eene snijpunt door de as van 
^ojectie getrokken wordt y niet door het andere snijpunt y dan zullen de lijnen 
in de ruimte elkander kruisen y en niet snijden, 

In fig. 17 snijden de Iqnen (FQ^, F^') en (R'S', R"S") elkander 
niet, maar kruisen zich^ want de loodlijn, die uit W" op de as van 
projectie kan getrokken worden , gaat niet door V ; W' en V zijn dus 
niet de pi^jeetiën van een zelfde punt in de ruimte (§- 24). De punten 
(V', V") en (V, v") uit beide lijnen, hebben wel dezelfde horizontale 
projectie V, maar zij liggen op verschillende afstanden van het hori- 
zontale vlak. Evenzoo hebben de punten (W',W") en (w',W') wel 
dezelfde verticale projectie W, maar zij liggen op verschillende afstanden 
van het verticale vlak. 

$ 40;. Is HS (fig. 18) het horizontale, VS het verticale vlak van 

grojectie en Bif een willekeurig vlak in de ruimte, dan zal B'^ de 
orizontale , en B"J9 de verticale doorgang van dit vlak weten; 



(*) Al hetfeea vsn § 87 tot bierto* oter de projectita vao efenwvdite tn etkander 
Mi4deiië« of kraiseode l^jaen gezevd is^ is blijkbaar onafhaakoUijk fan deo ho«k, iraar<* 
Mder do beide proJecUeTUkken elkander tn^en. 
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Worden na de projectievlakken op de gewone wijxe rn elkander ge- 
bragt , dan komen . de doorgangen van het vlak Bj^ te vallen , zoo als 
in fig. 19 is aangewezen , en aldaar is nu ook dit vlak bepaald door 
de doorgangen B'^ en B"i?; men zou echter ook C'^ en C"B ^ WB en 
C^j^^ of C'^ en WB f als deze doorgangen kunnen beschouwen. Het 
is klaar, dat een vlak ook zoodanigen stand ten opzigie der projectie- 
vlakken kan hebben, dat in de constructie-figuur de doorgangen, in 
elkanders verlengde komen te vallen. 

De beide doorgangen van het vlak "RB (fig. 18) maken scherpe hoeken 
met de as van projectie , wegens den hellenden stand , dien hetzelve 
ten opzigte der beide projectievlakken heeft. Om dezelfde reden , zal elk 
punt in het horizontale vlak als de horizontale projectie, en elk punt 
in het verticale vlak als de verticale projectie van eenig punt uit het 
vlak Bj^ kunnen worden aangemerkt. Zijn nu de beide projectievlakken 
in elkander gebragt (fig. 19), en maken zij dus slechts één vlak uit, dan 
zal men in deze constructie-figuur elk punt kunnen beschouwen als de 
horizontale, of wel als de verticale projectie te zijn van eenig pun^, 
gelegen in het vlak B'^B". 

§ 41. Gaat men de verschillende standen na, die een vlak kan hebben, 
ten opzigte der beide projectievlakken, dan zal men bevinden, dat als 
een vlak : 

1**. Hellende is ten opzigte van beide projectievlakken (fig. 19) , — de 
doorgangen scherpe hoeken met de as van projectie zullen maken. 
2°. Loodregt is op het horizontale vlak , — de verticale doorgang lood- 
regt op de as van projectie zal wezen, en de horizontale doorgang 
een' scherpen hoek met dezelve zal maken. 
3<*. Loodregt is op het verticale vlak , — <• de hori^ntale doorgang lood- 
regt op de as van projectie zal wezen , en de verticale doorgang 
een' scherpen hoek met dezelve zal maken. 
4°. Loodregt is op beide projectievlakken, of op de as van projectie, — 
de beide doorgangen in elkanders verlengde, en loodregt op de 
as van projectie zullen wezen. 
tt^. Evenwijdig is aan het verticale vlak, — de horizontale doorgang 
evenwijdig aan de as van projectie zal wezen, en de verticale 
doorgang niet bestaan zal. 
0<^. Evenwijdig is aan het horizontale vlak , — de verticale doorgang 
evenwijdig aan de as van projectie zal wezen, en de horizontale 
doorgang niet bestaan zal. 
7®. Evenwijdig is aan de as van projectie , terwijl het beide projectie- 
vlakken snijdt,-— de beide doorgangen evenwijdig zullen zijn aai) 
de as van projectie. 
In het eerste en zevende der bovengenoemde gevallen, zal men elk 
punt in de constructie-figuur als de horizontale , of als de verticale 
projectie, van eenig punt uit het vlak kunnen beschouwen. In het 
tweede en vijfde zal elk punt in de constructie-figuur wel als de ver- 
ticale projectie, maar sledits elk punt van den horizontalen doorgang 
als de horizontale projectie van eenig punt. kunnen worden aangemerkt. 
In het derde en zesde, zal men elk punt in de constructie-figuur wel 
als de horizontale projectie, maar slechts elk punt van den verticalen 
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doorgang als da Terticala projectie van eenig punt . kunnen aannemen. 
Ëmddijk zal men in het yieide geval slechts elk punt, genomen in de 
doorgangen, als de horizontale, of als de verticale projectie, van eenig 
pont kunnen beschouwen. 

Men oeiene ach, om omgekeerd uit den stand van de doorgangen 
eens vlaks, dien van het vlak ten opzigte der projectievlakken te bepalen. 

$ 42. Wanneer een vlak KS (fig. 20) door de as van projectie gaat, 
dan vallen deszelfs doorgangen in elkander ib de as van projectie, en 
het vlak blijft alsdan, omdat men slechts ééne lijn AS kent, waardoor 
hetzelve gaan moet, geheel onbepaald; want* de doorgang AS kan dan 
eren zoo wel het vlak VS, of het vlak HS, als het vlak KS, of elk 
ander vlak vobrstellen, dat door de lijn AS gaat. Wil men in dit 
geval dus het vlak KS bepalen , dan ssal men een nieuw projectievlak 
moeten aannemen : zoo zsï , bij voorbeeld , het vlak KS bepaald zijn 
door deszelfs doorgangen AS en AK met de vlakken YAS en VAH, 
of met de vlakken HAS en VAH. 

Fatten diu de doorgangen can een plak in elkander in de as t>an pro^ 
jectie y dan is dit f lak geheel onbepaald y en men tal nieuwe projectieclakken 
moeten aannemen ^ om hetzelve te bepalen, 

§ 43. In elk der standen van een vlak ten opzigte der beide projec- 
tievlakken , die in § 41 zijn opgegeven , vindt men telkens twee door- 
gangen voor hetzelve; want ofschoon men in het vijfde en zesde geval 
slechts éénen doorgang verkrijgt, kan men den anderen beschouwen, als 
evenwijdig aan de as, op eenen oneindigen afstand van dezelve, te liggen. 
In elk dezer gevallen is dus het vlak bepaald, omdat men twee lijnen 
kent, waardoor hetzelve gaan moet. In § 42 echter vindt men slechts 
éénen doorgang, en' het vlak blijft in dat geval onbepaald, ten zij men 
nieuwe projectievlakken aannem^, om hetzelve te bepalen. 

$ 44. Dewijl de stelling van een vlak in de ruimte volkomen be- 
paald is, wanneer men deszelfs doorgangen kent op twee vlakken, die 
elkander snijden, een enkel geval ($ 42) uitgezonderd, zoo zal in het 
vervolg door een gegeven vlak verstaan worden een vlak, waarvan de 
beide dooigangen gegeven zijn , en als er gevraagd wordt , een vlak 
te bepalen , zal het er dus slechts op aankomen , de beide doorgangen 
van dat vlak te construeren. 

Mogten bij het construeren van de doorgangen eens vlaks, dat aan 
bepaalde voorwaarden moet voldoen, die doorgangen in elkanders ver- 
lengde vallen, dan zullen zij dit echter in de ruimte niet doen, omdat 
zij daar .in twee verschillende vlakken gelegen zijn , en het vlak zal 
dus bepaald wezen. Hiervan is echter het geval uitgezonderd, dat de 
dooigangen in «Ikander vallen , en beide in de as van projectie liggen ; 
want dan zullen zij dit ook in de ruimte doen , en het vlak blijft dus 
onbepaald. 

$ 45. Wanneer een vlak gegeven is door deszelfs doorgangen op twee 
elkander loodregt snijdende projectievlakken, die op de gewone wijze in 
elkander' geslagen zijn , en men wil zich uit deze beide doorgangen 
van het vlak, den stand van het vlak in de ruimte, ten opzigte van 
de beide projectievlakken voorstellen , dan verbeelde men zich eerst het 
verticale vlak , met den verticalen doorgang daarin gelegen , om de as 
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van projectie weder opgeslagen, tot dat het loodregt sla op het hori- 
zontale Tlak; vervolgeus denke men zkh door de beide doot|;angen een 
vlak , dan zal dit het vlak in de ruimte weten. Mogt een van de ' 
doorgangen, op eenen oueindigen aistand van de as van projectie , 
evenwijdig aan dezelve loopen , en dus niet bestaan , dan denke men 
xich door den bestaanden doorgang een vlak, evenwijdig aan dat pro- 
jectievlak, vraarop de doorgang niet bestaat. 

§ 46. ^U e$ne lijn loodregt staai op een t>lak ^ dan tullen de projectiék 
deser lijn loodregt slaan op de opereenkomstige doorgangen f^an hei tfhik, 

U namelijk de lijn D£ (fig. 21) loodregt op het vlak CCG* ^ dan 
zullen de projectiën D'F' en D 'G'' loodregt staan op de doorgangen GC 
en Q"^C ; Want het projecterend vlak DF' dbser lijn is Ibodr^ op het 
vlak CCü* ^ omdat dit projecterend vluk door de lijn D£ gaat, die 
loodregt staat op het hellende vlak, en daar nu ook het projecterend 
vlak DF' loodregt staat op het pTojectievlak HS, zoo heeft men twee 
vlakken , CCC" en IIS , die loodregt st^n op een zeilde vlak DF^ ; 
derjselver gemeene doorsnede , dat is de horizontale doorgang GC y staat 
dus loodregt op het vlak DF', en derhalve ook op de lijn F'iy, die de 
projectie is der lijn Dë op het vlak HS. 

Op dezelfde wijze wordt betoogd, dat D''G'', die de projectie is van de 
lijn D£ op het vlak VS, loodregt staat op den anderen doorgang G'C, 

En als de projectiën eener lijn elk in het hijsander loodregt staan op dë 
ot>ereenkomstige doorgangen (*an een vlak^ dan staat ook de lijn in de ruimte 
loodregt op dat plak. 

Is namelijk de projectie D'F' (fig. 21) loodregt op den doorgang GC , 
en de projectie D'^C loodregt op den doorgang G'C ^ dan zal ook de 
lijn DÉ loodregt staan op het vlsJc GCG\ Want het projecterend vlak 
DF^ loodregt zijnde op het vlak HS , is de lijn FC , die in het vlak 
HS ligt , en loodregt staat op de gemeene doorsnede dezer vlakken , 
loodregt op het vlak DF ; derhalve is ook het vlak G^CG , dat door de 
lijn F'G' gaat-, loodregt op het projecterend vlak DF. Op dezelfde 
vrijze blijkt, dat het vlak GCG' loodregt staat op het projecterend vliEkk 
DG''. De twee projecterende vlakken DF en DG^' dus loodregt staande 
op het vlak GCG\ is ook derzelver gemeene doorsnede D£, dat is 
de lijn in de ruimte, loodregt op het vlak GCG\ 

§ 47. Wanneer de doorgangen van twee vlakken met elk der projectie^ 
plakken y elkander snijden ^ zullen deze plakken elkander snijden polgens eoèé 
lijft'y welke in die snijpunten dooi* elk der projectieplakken gaat. 

De doorgangen van de vlakken B"-BB' en GCG (fig. 22) ,■ b; y. , 
snijden elkander in £' en D^ ; omdat nu deze punten E- en D''^ in 
beide vlakken gelegen zijn , is de lijn , die door Ë' en D'' gaat , de 
gemeene doorsnede der beide vlakken h''£W en G'CG 'y deze lijn gaat 
in Ë' door het vlak PQ , en in D" door het vlak RQ. 

$ 46. Wanneer de doorgangen pan twee plakken met een der projectie^ 
plakken ^ aan elkander epenwijdig zijn , dan zullen deze plakken elkandef 
snijden polgens eene lijn y die epenwijdig is aan dat projectieplak» 

2Eijn namelijk de doorgangen i>iy en SE/ (fig. 23) van de vlakken 
ïy'Diy en W^£W met het vlak PQ, aan elkander evenwijdig, daxL zal 
de gemeene doorsnede G^T deser vlakken evenwijdig zijn aan keC 
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viftk PQ; want tnkt men, tii(t het pimt G^', dat in beide TlaickeD 
ligt, en dos een pont der gemeene doonoede is, eene li}n efenwijdig 
atn S& , en dos ook evenwgdig aan het i^ak PQ , dan aal deae lijib , 
dm mj tevens eienwijdig is aan ÜSy , in beide vlahketi liggen ^ en 
deriudre hnnne gemeene doormede wezen. 

% 49. W t mmee r iê doorgmigm m twee Mkken mei elk der frojeetie-' 
vlekken, aan dkender epeihpadig loepen, wmder epenwijdig te tijm ëên ie 
9» .pen projectie , dam sim eok detê plekken aem elkander evenwijdig. 

Zijn namelijk de doorgangen F^ en IV (fig. 24) erenwijdig met 
de doorgangen 6G^ en GG" , dan zullen de vlakken FJPF' en &G&*^ 
ook aan elkander evenwijdig zijn; want als twee lijnen, die elkander 
Sleden, evenwijdig zijn met twee lijnen, die elkander in^elijks snijden, 
dan zal het vlak, waarin de twee eerste lijnen liggen, evenwijdig 
iqn met het vlak, dat door de twee andere bepaald wgrdt. 

Rn ale tmee vlakken evenwijdig ujn, moeten de doorgangen dexer vlakken 
met elk der projeciievlakken , aan elkander evenwijdig zijn, omdat twee 
evenwijdige vlakken door een derde vlak , volgens evenwijdige lijnen 
gesneden worden. 

% 50. Wanneer de doorgangen van twee 'vlakken evenwijdig xijn aan de 
u pan projectie , en de doorgangen deier vlakken met een derde vlak elkan- 
ler snijden, dan snijden ook de twee vlakken elkander , en wel volgens eene 
Ujn, die evenwijdig is aan de as van projectie, en dus ook aan de heide 
fn^eetievlakken, 

Znn, b. V., de doorgangen H'H', H'H'^ en IT, TT' van de vlakken 
HH;' en W' (fig. 25 en 26) evenwijdig aan de as SQ, en snijden de 
doorgangen H*!!" en IT' van deze vlakken met een derde vlak RSP , 
elkander in een punt L , dan zullen deze vlakken elkander snijden , 
en hunne gemeene doorsnede LM zal evenwijdig zijn aan de as van 
pnjectie; want trekt men uit het punt L, dat in beide vlakken ligt, 
en dus een punt der gemeene doorsnede is , eene lijn , evenwijdig aan 
FF, en dus ook evenwijdig aan SQ, dan zal deze lijn, daar zij tevens 
evenwijdig is aan H'H' , in beide vlakken liggen , en derhalve hunne 
gemeene doorsnede wezen. 

S 51. Wanneer de doorgangen van twee vlakken evenwijdig zijn aan de 
9t van ^ojectie , dan zullen deze vlakken evenwijdig loopen , ingeval de 
doorgangen dezer vlakken met een derde vlak, insgelijks evenwijdig loopen, 

Ejn, b.v., de doorgangen H'H', H'H'^ en IT, FF van de vlak- 
ken H'H" en IT' (fig. 27) evenwijdig aan de as SQ , en zijn de 
doorgangen WB!' en IT' van deze vlakken met een derde vlak R$P, 
insgelijks evenwijdig, dan zijn ook de vlakken HH^ en IT' aan el- 
kander evenwijdig; want HU' en HII" zijn evenwijdig aan IT 
en FF' , en dus ook (§ 49) de vlakken , die door deze lijnen gebragt 
kannen worden. 

Het is verder klaar, dat ook de evenredigheid HT : I'S = H'T' : I"S 
de evenwijdigheid der doorgangen H'H'' en IT', en dus ook de even- 
wijdigheid der vlakken H'H" en IT' zal aantoonen. 

Hieruit volgt dus , dat als in eenige constructie-figuur de doorgangen 
ffH' , H''H" en IT , TT' (fig. 28) van twee vlakken evenwijdig zijn 
aan de as van projectie, en men uit eenig punt S dezer as twee lijnen 
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SR en SP trekt, het al of liiet bestaan der evenredigheid HT :rS= 
WV^ : r^S tal aantoonen, of deze vlakken al of niet evenwijdig loopen (*). 
$ tt2. Na de leerwijze der projectiën alzoo verklaard te heMien , gaan 
wij thans over tot denelver toepassing op het oplossen van alle zooda- 
nige werkstukken, als waartoe de onderlinge standen van punten, 
lijnen en vlakken in de ruimte aanleiding geven. Om zich de daartoe 
▼ereischte constnictiën eigen te maken ,' zal het noodig zijn , dat men 
die zelf -op willekeurig gekozene gegevens toepast en b^oorlijk uit- 
voert; hierdoor zal men tevens in staat worden gesteld, om de werk- 
stukken tot oefening, die achter dit werkje voorkomen, op te lossen 
en te construeren. 



(*) Al hetgeae van g 4S tot hiertoe ofer de vlakken geiegd is, i» l»lt}kbaar onefhaakallk 
vae den boek, dies èe beide projeatievlakkfn nel elkander naken. 
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OPLOSSING VAN WERKSTUKKEN, BETREKKELIJK 
DE REOTE LUN EN HET PLATTE VLAK IN 

DE RUIMTE. 



J 53. Werkstuk. Eene regte lijn te construeren y die door twee gegefêne 
fmnten gaai. 

Dewijl de projectien eener regte lijn mede regte lijnen zijn, en de 
projectiën der ^egevene punten in de gelijknamige projectien der ge- 
▼raagde lijn moeten liggen, zoo zal men, om de projectiën der gevraagde 
lijn te bekomen, de gelijknamige projectiën der gegevene punten alechts 
door regte lijnen behoeven te vereenigen. 

Zijn, b.v., (F, FO en (Q', Q^O (fig. 29) de gegevene punten, dan 
zal de onbepaalde lijn FQ' de horizontale, en de onbepaalde lijn VQ^ 
de verticale projectie wezen van de regte lijn , die door deze twee gegevene 
punten gaat. 

Om dus eene regte lijn te construeren ^ die door twee gegevene punten 
gaat ^ pereenigt men de gelijknamige 'projectien der gegecene punten door 
regte lijnen ^ dan tullen dese lijnen de projectien der begeerde lijn wezen, 

$ 54. Werkstuk. De heide projecterende f lakken t^an eene gegetfene Ujn 
te construeren. 

Dewijl in het algemeen de projectie eener lijn de doorsnede is 'van 
derzelver projecterend vlak met het vlak van projectie (§ 16) , zoo zal 
de horizontale projectie der lijn , de horizontale doorgang wezen van 
het projecterend vlak op het horizontale vlak ; het punt , waar deze 
doorgang de aö snijdt, is een punt van den verticalen doorgang , en 
daar dit projecterend vlak loodregt is op het horizontale vlak, moet 
deszelfs verticale doorgang loodregt op de as slaan (§ 41); trekt men 
dus uit dit snijpunt eene loodlijn op de as, dan is deze lijn de verticale 
dooi^ang van het projecteretid vlak op het horizontale vlak. 

Evenzoó is de verticale projectie der lijn de verticale doorgang van 
derzelver projecterend vlak op het verticale vlak , en trekt' men uit 
het snijpunt van dezen doorgang met de as , eene loodlijn op dezelve , 
dan zal men den horizontalen doorgang van dit projecterend vlak be- 
komen. 

Is, b.v., (E'F, E'T'') (fig. 30) de gegevene lijn, dan zal D'^'' 
het projecterend vlak dezer lijn op het horizontale vlak , en G^Djy 
derzelver projecterend vlak op het verticale vlak wezen.' 

Om dus de projecterende klakken eener gegevene lijn te construeren y ver" 
lengt men de projectiën der lijn tot aan de'as , en trekt uit de punten ^ waair 
deze de as inijden, loodlijnen op dezelve, 

S 55. "Wanneer eene der projectiën eener gegevene lijn evenwijdig is 
aan de as van projectie , dan zal het projecterend vlsJ^ deizer lijta op 
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dat projectievlak , evenwijdig zijn aan het andere projectievlak , en 
dus slechts éénen doorgang hebben. 

Zijn beide projectiën eener lijn evenwijdig aan de as van projectie , 
dan zijn beide projecterende vlakken dezer lijn evenwijdig aan de pro- 
jectievlakken , en hebben dus elk slechts éénen doorgang. 

Il eei^ der beide projectiën eener lüti een enkel punt^ dan is een 
van den^elv^K projecterende vlakken onpepasjd, en men kan dus voor 
een' der doorgangen van dat vlak elke lijn aannemen , die door dit 
punt gaat. 

$ IS6. WeAKSTUK. Ve punten te iepalen , waarin eene gegetfene Ujn eHc 
der projectiep lakken ontmoet. 

Wanneer men eene vnllekeurige loodlijn door de as van projectie 
trekt, die élk der projectiën van de gegevene lijn snijdt, dan zal men 
•door die snijpunten telkens een punt der gegevene lijn bepaald hebben, 
-dat zoa ver van het horizontale vlak afstaat, als de afstand van deszelfs 
verticale projectie tot aan de as bedraagt; om dus het punt te bepalen, 
waar de lijn het horizontale vlak ontmoet, of het punt, dat de lijn en 
het horizontale vlak met elkander gemeen hebben, moet men zoodsmige 
loodlijn door de as van projectie trekken^ dat de afstand van dit punt 
to^ Üït hprizontale vlak, dat is de afstand van deszelCs verticale projectie 
tot de as, nul wordt, en dit geschiedt klaarblijkelijk, door uit het 
punt, waar de verticale projectie der lijn de as van projectie snijdt, 
eene loodlijn op des^lye te trekken. Het snijpunt dezer loodlijn met de 
ho^zontale projectie der lijn, zal nu een punt aanwijzen, dat in de 
gegevene lijn ligt, omdat des^lfs beide projectiën in die der lijn gelegen 
zjj^ , en hét zal tevens in het horizontale vlak liggen , omdiÉLt deszelfs 
Verticale projectie in de as van projectie valt; het zal dus het punt 
ujn, waar de gegevene lijn het horizontale vlak ontmoet. 

Ëewijl de afstand van een punt tojb het verticale vlak aangewezen 
wordt door den afstand, dien deszelfs horizontale projectie tot de ai 
heeft, zal men,, om, het punt te bepalen, v^aar de lijn het verticale 
viak (ontmoet, of het punt, dat de lijn en het verticale vlak met 
^bihder gemeen hebben., weder zoodanige loodlijn door de as van 
prqjectie moeten trekken, dat de afstand van dit punt tot het verticale 
i^a£^ dat is 4^ afstand van deszelfs horizontale projectie tot de as, 
nul wordt, en dit geschiedt k^arblijkelijjc , door uit het punt, waar 
de horizontale projectie der lijn de as snijdt, eene loodlijn op dezelve 
te trekken. Het snijpunt dezer loodlijn met de verticale projectie der 
lijn. zal alsdan een punt aanwijzen , dat in de gegevene lijn ligt , om- 
£ijt deszelfs beide projectiën in die der lijn gdegen zijn , en het zgl 
'tevens in het verticale vlak liggen , omdat de^fs horizontale projectie 
in, de as valt ; het aud dus het punt zijn , waar de gegevene lijn het 
verticale vlak ontmoet.. 

Is, b.v., (ET', E''F') (fig. 30) de gegevene lijn, en wil men het 
punt bepalf^n , waar deze lijn het horizontale vlak ontmoet , dan trekt 
men uit het punt V , waar de verticale projectie der lijn de as van 
projectie snijdt , eene loodlijn DJY op dezelve ; het punt ]y , waar dease 
loodlijn de horizontale projectie der lijn snijdt, is alsdan het ontmoe- 
tingspunt der gegevene lijn met het horizontale vlak. 
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Wil meu het punt bepalen, waur dete lijn het verticale vlak 
ontmoet, dan trekt men 4iit het punt C^ Waar de horizontale pro- 
jectie der lijn de as van projectie snijdt , eene loodlijn (Xy op de- 
zelve; het punt C, waar deze loodlijn de verticale projectie der lijn 
snijdt, 13 alsdan het ontmoetingspunt der gegevéne lijn met het ver- 
tiöde -dak. 

Om dus het punt te vinden y waar eene gegevene Ujn het horitmtate ptak 
ontmoet y trekt men uit het punt , waar de verticale projectie der lijn de as 
van projectie snijdt y eene loodhjn op dezelve / het snijpunt van dex€ loodlijn 
toet de horisantaie projectie der lijn, is het pun^, waar de geg&vene lijn net 
korisontale vlak doorsnijdt. 

En om het jntnt te vinden ^ waar eene Ujn het verticale vlak ontmoet ^ 
titkt men uit net punt ^ waar de heritontaie projectie der lijn de as snijdt y 
eene looHiJn op dezelve / het sHijpun^ van 'deze loodlijn met de verticale 
prtjeetw der lijA y is dan het punt , waar de geg&vene lijn het t^erticale 
vlak doorsnijdt, 

S 57. Werkstuk. Den afstand van twee gegevene jmhten ïë construeren. 

Dewijl de a&tandeü bekend zijn , waarop de beide punten van het 
horizontale vlak afstaan , of de lengten van derzelver projectbtende liftte 
op dit vlak (J 26) , zou men , door nit elk der horizontale projeétiSh' 
van de beide punten , loodl^nen gelijk aan deze afstanden , o|^ het (lori- 
tontale vlak op te rigten, en de uiteinden dezer loodlijneü te vëreenigën, 
de begeerde lijn verkrijgen. Daar men dit echter iii de ruimte niet 
doen kan , maa¥ de constnictiè'n in het vlak van teekeniüg moét uit- 
voeren , verbeeldt men tich (fig. 31) , dat het projecterend vlak der lijn 
op het horizontale vlak , waarin oe projecterende lijnen van dérzelver 
nitdnden gelegen z^'n , en' dat h^ horizontale vlak ($ 10) volgend de 
horizontale projectie der lijn snijdt, om de horizontale projectie wdrdt 
nedergeslagen op het horizontale vlak, dan tülloa deze projecterende 
lijnen, gedurende die omwenteling, altijd loodregt blijven op d6 hoti- 
nmtale projectie , en tevens dezelfde lengte behouden ; dit alles za) 
natuurlijk nog plaats hebben , wanneer z^ in het horizontale vlak zijn 
nedergekomen. Worden dus in de constructie-figuur, uit de horizontale 
pTOJectiën der gegevene punten , op de lijn , die dezelve vereenigt , 
loodlxjnen opgerigt, die gelijk zijn aan de füfstanden dèr' punten tot het 
horizontale vlak, dan zal de lijn, die de uiteinden dezer loodlijnen 
vereenigt, den begeerden afstand aanvnjzen. 

Zijn , b. V. (C , C") en {JY , D") (fig. 32) de t^ee geiene pnn- 
ten, dan is CIX de horizontale projectie der lijn, die deze twee punten 
in de ruimte vereenigt, en vmgens § 20 zijn O'C exi V^D dé. af- 
standen , waarm» zij van het horizontale vlak staaii. Rigt men dus 
op CTSy , uit G' eene loodlijn C'C = C"r, en uit IX eene loodlijn 
DD =r jy^D op , dan zal de lijn GD de afstand wezen van de. puntcm 

Om dus den afstand van twee gegevene punten te vinden ^ rigtë ihéh Üit 
hunne horizontale projeetiën y op de lijn y .die dezelve vereenigt y hodlljnéh itpy 
en maie die gelijk aan de afstdnden , die dé pdhten vdn het hitiiiimiatt 
vlak heihen y dan zal de lijn, die de uiteinden déier löodlijhèn vértentgty dijn 
hegeerden qfstand aanwijzen. 
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4^m U^(f^^4^ru fSkisA tuuEnrtt»». 

7^u w^iiw, U *-, IC, C', en ^I/, ly; ^Êg. «) de t«e ge^eraK 
ffiwUw ^ dM » Cl/' d« veftJCfcie projectie mn de liin , die den twee 
^uUit iu 4k nimiUs v^^rwtii^y en Tolgciu J 26 i^n CC en ÏÏB de 
têUi M fMif fU ^ wMMf^ iü Tttu Let Tertkale vlak staan. Ri^ men dus op 
i.^i/' uïi iT *«*e UMUijtt CrC = Cr, en nit ir cene loodiyn 
IfU^z.Ulf ipü^ dao zal '/ok de lijn CD de afstand weien« van de 
l^t^ {(7, &, «I il/, IT). 

Om duê éten ^êUitd yam Iwet i^egepemt pmiUem ie t^iudn, rigu WÊtm mi 
44MrMr yeftUutUt ffrujecti€m f f ie Ujm, die dcseive vcreeuigi y hoJIijmem ^j 
«f mé/iié dU HiUjk OOM de ^êtanden ^ die de pmmieu pom kei verticale pUk 
AMf» , dan tal da iija , dia de uiteinden dez/er loodlijnen ferednigi , den 
iegaard^n afêtand aanwijten, 

, { WK Tr*:ki nutn uil li^t punt C (fi|;. 32) eene lijn CF, erenwijdig 
a«» a'\y\ dan u (;F=:C"J/' «m I/T,= C"C, zoodat DFr=iy'D— 

cn;=r-j//;— cr i*. 

J)a tffiland van iwu punten is dus ook gelijk aan de kjpothennsa van 
aanan regthoekigen driehoek f waarvan de eene regtkoeksujde de verticale 
prajectia is van de lijn , die de gegevene punten vereenigty en de andere 
tfgthoekêiljde het ver»chil i* der qf elanden , waarop deic punten van het 
vefti^ale vlak »taan, 

S fli. Tot \ïïv,rUn', w«r<l ond'Tstrfd, dat de punlen, waarvan men den 
Mittaiid i>(tgH;rd<;, aan d<'n7>;ird(^n kant van elk der projeclievlakken ge- 
It^K*^!! waren , fti dat dun (M)k de projecterende lijnen der punten van 
4ifii»<irdtin kant o|> d<t projeclievlakken vielen. Liggen echter twee punten 
C n\ I) (fig. 33) aan verflrliillenden kant van het horizontale vlak , 
ddii viijji'ti ook t\i' projrT|prond« lijnrn CC' en DIK van verscbillenden 
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kant op dit projectierlak , en daa zuUën, na het nedenUan van het 
projecterend vlak dezer l^n om denelyer horinmtale projectie op het 
honzontale vlak, deze projecterende lijnen aan veischilltndiBn kant van 
de horizontale projectie g^egen "wezen. 

Wil men alzoo den afstand vinden van de punten (C, O^ en (ly, J^) 
(fig. 34) , waarvan het eente boven , en het tweede beneden het horizon- 
tale vlak gelegen is, dan moet men, na Gjy getrokken te hebben, de 
loodlijn <yC = O'C aan den eenen , en de loodlijn DQD ^s jy'D aan 
den anderen kant van de horizontale projectie uitzetten, en vervolgens 
de lijn CD trekken , die dan de begeerde afstand zal wezen. 

Om dus uit de horiumtale jfrojectiê eener lijn y deneloer werkelijke lengte 
ie hepaUn y tal men de lengten der prejecterende lijnen van deneltfer uiteinden 
aan demelfdeny of aan persehiUenden kant f on de heriumtaie proieetie moeten 
mttetten^ naargelang dete uiteinden aan denselfden , ff éan cersehillenden kant 
pon het horizontale f lak gelegen zijn, 

$ 62. Trekt men uit het punt D (fig. 34) de lijn DE evenwijdig 
aan CTT, dan is DErrCD' en CEzsDTD, zoodat CE=CC + CE 
== CTC 4* ^^^ ü. De afstand der twee gegièvene punten is dus hier 
gelijk aan de hypothenusa eens regthoekigen driehoeks, waarvan de 
eene legthoeksz^de de horizontale projectie is van de lijn, die do twee 
punten vereenigt , en de andere regthoekszijde de som der afstanden , 
die de punten tot het horizontale vlÉik hebben. Beschouwt men echter 
de projecterende lijn DD' (fig. 33), die beneden het horizontale vlak 
ligt, ab negatief ten opzigte van de projecterende lijn CC, die boven 
het horizontale vlak gelegien is , dan heeft men in fig. 34 , ook 
CE = CrC*— (— D^2^)^ en in dit opzigt gaat ook hier de in $ 58 
gegeven regel, voor het vinden van den a&tand van twee gegevene 
punten , woordelijk door. 

$ 63. liggen de punten, waarvan men den afstand zoekt, aan ver- 
idullenden kant van het verticale vlak, dan zullen de projecterende 
lijnen dezer punten aan verschillenden kant van het verticale vlak gelegen 
wezen, en deze projecterende lijneii zullen dus ook aan verschillenden 
kant van de verticale projectie vaUen, wanneer de lijn, die de gegevene 
punten vereenigt , om derzelver verticale projectie wordt nedergeslagen op 
het verticale vlak. Om zich hiervan te overtuigen , behoeft men slechts 
het vlak HS (fig. 33) als het verticale vlak te beschouwen, waarop de 
punten G en D geprojecteerd zijn. 

Om dus uit de pertieale projectie eener lijn, dertelcer werkelijke lengte te 
hepaJenf tal men de projecterende lijnen »an derxelver uiteinden aan denzelfden ^, 
of aan persehillenden kant t>an de verticale projeótie moeten uitzetten, naarge- 
lang deze uiteinden aan denzelfden , of aan verschillenden kant van het verticale 
vlak gelegen zijn. 

Het is klaar, dat ook hier de aanmerking, in de vorige § vervat, kan 
worden toegepast. 

% 64. Is eene Itjn, die twee gegevene punten vereenigt, evenwijdig 
aan een der. projectievlakken , dan zal men , blijkens het te voren reeds 
opgemerkte (§ 32) , nimmer eene der boven opgegevene constructiën be- 
hoeven aan te wendien , om derzelver lengte te bepalen; want deze zal alsdan 
gelijk zijn aan de projectie op dat vlak , waarmede de lijn evenwijdig loopt. 
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.$ 6d!» Hot hiUpmiddel , dat bier it aangewend , om den a&taad ran 
fcwee ge([^iFeQe puivken te bepalen , weidt genoemd: kei omslaan esuer lijn 
nm ^^ f^ dfirtelftr jnrojeouéh op kei mfereaUcomMige projectieulak ; hetzelve 
kan ook bij de oplossing van andere we r ki t okken van dienst zijn. 

Dit omslaan geschiedt in bet algemeen, door twee willekeurige punten 
in de gegeyene lijn aan te nemen , venrolgem uit de projectië'n deaer 
pHQten joodmnen op de gelijknamige projeetie der lijn op te rigten , fXL 
desB IpódÜJBen gelijk te maken aan de projecterende lijnen dezer punten , 
of gel^k aan deizelver afstanden tot het vlak, waarop men de lijn wil 
nederslaan ; de onbepaalde lijn , die door de uiteinden dezer loodlijnen ge- 
trokken- wordtv zal dan d^ nedergeslagene lijn wezen. 

Hietbij valt- echter no^ op te meriien, dat men, volgens hetgeen in 
§ ^ eü g 63 goaegd is , bovengenoemde IbödHjnen aan denzélfden , of 
aan versdiiUenden kant van de projectie der lijn zal moeten oprigten, 
naargelang de beide aangenomene punten gelegen zijn aan denzelfden , 
qf aan verschilleBaden ikant van dat projectievlak , waarop de lijn moet 
wovd^ nedfirge^agen» 

■ Wil meii, b.v«, de lijn, die in £g. dtf door derzelver projecliën^g^ 
•geven is., om demlvér horixdntale projectie nederslaan op het horizontÉde 
vlak , dan .neeiHit men in deze lijn twee willekeurige punten (X', X'^ 
en rY', Y") aa», rigt uit X' en Y^ op X'Y^ aah denzelfden kant, de 
loodlijnen XTX as X^JT en YT zs;i \"T op, «n trekt door de punten 
X en Y eene eubepnaldb lijn, dan zal d^M de lijn zijn, die om denelver 
horiwntale |irojectie op het boricoittale- vlak is nedergeslagen. 

Het itiX .wi»l geene verklaring behoeven, hoe dezelfde lijn om derzelver 
-v^rdcalé projectie ïrecdt nedergeslagen op bet verticale vlak. Zie fig. 8K. 
. § 66^ Laat men ikit eén willekeurig punt Z (fig. 35) van de op het 
horizontale vlak nedergeslagene lijn XY, eene loodlijn ZZ' op X'Y' vallen, 
■dan is Z'.de horizontde projectie, en dus 71^ (§ 23) de verticale projectie 
van het punt Z in de ruimte ; men heeft dus ook ZZ" 3= ZZ'. Hieruit 
.blijkt, boe men, als de nedergeslagebe lijn op het horirontale vlak be- 
nevens derzelver horizontale pojectie gegeven is, de verticale projectie 
dezer lijn kan c<»istiueren. .Qp . gelijke wijze zal men de horizontale 
.projectie eener lijn kunnen vinden, wanneer de nedergeslagene üjn op 
liet verticale vlak en denelver verticale projectie .gegeven is. 

% 67» Dewijl de projecterende lijnen van de punten eener lijn onder- 
ling evenwijdig zijn, is het klaar, dat de lijnen X'Z' en X^'Z'' door de 
punten X% Y^ Z' en X", T% Z'^ in dezelfde reden gedeeld zijn, als 
.waarin de lijn XZ verdeeld wordt door de punten X, Y, Z. Hieruit 
vt^ dus, hoe men den afstand tusaehen twee punten in de ruimte kan 
verdeelen , in gegevene reden , of in een aantal gelijke deelm. 

§ 68. De punten , waarin eene lijn hare projectiè'n snijdt , zulloi 
de snijpunten zijn viEin deze lijn met de projectievlakken. Verlengt 
men b. v. de omgeslagene lijn XZ (fig. 35) bp het horizontale vlak , tot 
dat zij X'Z' snijdt, en even zoo de omgeslagene lijn XZ op het verticale 
.vlak, tot dat n^ l^'W snijdt, dan zullen deze snijpunten klaarblijkelijk 
de punten zijn, waarin de lijn XZ het horizontale en verticale vUik 
ontmoet. Om dus eene lijn om eene van derzelver projectiè'n op het 
overeenkomstige projectievlak neder te slaan , kan men gemakshalve 
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voor een der beide punten , die men hiertoe moet aannemen , ook het 
punt gebruiken, waax deae lijn het projeolievlak snijdt. 

$ 69. WEaK3XyK. J)en koek te lepalen y dien eene gegeuene Ujn mei eik 
der beide fwojectief lakken maakt. 

De hoek , dien eene lijn maakt met een vlak , is de hoek , dien deze 
lijn maakt met derwWer prqjectie op dat vlak. Wordt nu eene lijn om 
derzelver projectie nedergealagen op het overeenkomstige projectieviuk , 
dan zal , gedurende die beweging', de hoek , dien de lijn met derzelver 
projectie maakt, niet verand^en, en dns nog deeelfde zijn, wanneer de 
lijn in het vlak van («ojeetie is nedergekomen. 

Is, b. V., (£/F', E/T^O {H' 36) de gegevene lijn, en wil men den 
^hoek bepalen , dien desae lijn maakt met het horizontale vlak, dan slaat 
men deze lijn om deizelYer horizontale projectie neder op het horizontale 
vlak ($ 65). Daartoe bepaalt men gemakshalve eerst het punt D', waar 
de lijn het horizontale vlak ontmoet (§ 56) , en rigt vervolgens uit 
een willekeurig punt W van de horizontale projectie, eene loodlijn 
WSt ==: MW op , dan zal D'E de nedergeslagene lijn weaen , en düis 
'StSyW de gevraagde hoek. 

Om den hodk te bepalen , dien de lijn maakt met het verticale 
vlak , slaat men de lijn om derzelver verticale projectie neder (^ het 
verticale vlak (J 65) , waartoe men weder gemakshalve eerst het punt 
Cf' bepaalt, waar .de lijn het verticale vlidc ontmoet ($ 56), en rigt 
vervolgens uit een willekeurig punt £" van de verticale projectie eene 
loodlijn W£ =: ES» op , dan zal C£ de nedergeslagene Ujn , en 
£C£'^ de begeerde hoek wezen. 

Om derhaloe den hoek te bepalen ^ dien eene gegevene lijn maakt met het 
horizontale flaky- slaat men de lijn om der zelfver horisoniale projectie, neder 
op kei horizontale i^laky dan zal de hoeky onder welken de nedergeslagene 
Ujn derzelper horizontale projectie snijdt y de hegeerde nwzen. 

En cm den hoek te bepalen y dien eene gegecene lijn maakt met het (»er~ 
ticale fflak y slaat men de Ujn om derzelt>er t^erticale projet^ie neder op, het 
perticide tflak y dan zal de hoek y onder welken de nedergeslagene Ujn derzeher 
verticale projectie snijdt y de hegeerde zijn, 

S 70. Trekt men uit een willekeurig punt E, (fig. 36) van de 
nedergeslagene lijn op het horizontale vlak, eene Ujn £G, evenwijdig 
aan de horissontale projectie ET', dan zal klaarblijkelijk hoek GEH 
^hoek EDE' wezen. Mogt het .dus gebeuren, dat in eênige construc- 
tie-figuur het punt D^ , waar de lijn het horizontale vlak ontmoet , 
buiten de teekening viel , dan zou men slechts de Ujn op het horizontale 
vlak behoeven neder te daan, zoo als in $ 65 geleerd is, door namelijk 
uit twee willekeurige punten E' en F' van de horizontale projectie, de 
loodUjnen E'E=ii;E'' en FF==F'F op te rigten, en de punten E 
en F te vereenigen ; en om dan den hoek te bepalen , dien de gegevene 
Ujn maakt met het horizontale vlak, zou men uit een willekeurig punt 
£ van de nedergeslagene lijn, eene Ujn EG evenwijdig aan de ho- 
rizontale projectie kunnen trekken, als wanneer hoek GEH de begeerde 
zou weiEen. 

% 71. Trekt men uit een wiUekeurig punt E (fig. 36) van de neder- 
geslagene Ujn op het verticale vlak, eene Ujn EK., evenwijdig aan de 
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verticale projectie Ë'^F' , dan zal klaarblijkelijk hoek lËK =:^ hoek ËC'Ë'' 
wezen. Mogteu de gegeven» dus zoodanig zijn , dat in eenige construc- 
tie-figuur het punt G", waar de lijn het verticale vlak snijdt, buiten 
de teekening viel, dan zou men slechts de lijn op het verticale vlak 
behoeven neder te slaan , zoo als in § 65 geleerd is , door namelijk 
uit twee willekeurige punten E'' en F' van de verticale projectie, de 
loodlijnen Ë"E = ifË' en F'FrsrjPF op te rigten, en de punten E 
en F te vereenigen; en om dan den hoek te bepalen, dien de gegevene 
lijn maakt met het verticale vlak , zou men uit een willekeurig punt £ 
van de nedergeslagene lijn, ëene lijn EK, evenwijdig aan de verticale 
projectie kunnen trekken , als wanneer hoek lËK de begeerde zou wezen. 

§ 72. Werkstuk. Den hoek te construeren y welken twee gegevene lijnen^ 
die elkander in een punt can de ruimte snijden^ met elkander maken. 

Neemt men in elk der lijnen een willekeurig punt aan, en v^reenigt 
men dezelve, dan ontstaat er een driehoek ^ waarin de gevraagde hoek 
gelegen is , en wel tegen over de lijn , die de twee aangenomene punten 
vereenigt. Construeert men dus de zijden van dezen driehoek , en vervol- 
gens den driehoek zei ven, dan zal men den gevraagden hoek bekomen. 

Zijn, b. V. , (CF, C"F'0 en (IKF, ITT?') (fig. 37) de twee gegevene 
lijnen, die elkander in het punt (F, F') snijden, en wil men den 
hoek bepalen, dien deze lijnen met elkander maken, dan neemt men 
in de eene lijn een willekeurig punt (E', E''), en in de andere leen 
willekeurig punt (& , G^) aan ; door deze punten te vereenigen , verkrijgt 
men de lijn (Ë'G', E"G"). Construeert men nu (§ 58) de werkelijke 
lengten van de lijnen (E'C, E"G"), (E'F, E'^F^) en (G^F, C'F'), «» 
beschrijft men den driehoek ETG, die deze*lengten Ë'G, E'F en G'F 
tot zijden heeft, dan zal hoek E'^G de gevraagde hoek wezen. 

§ 73. Werkstuk. De doorsnede pan twee gegeuene flakken te construeren. 

Door de doorsnede van twee vlakken te construeren , verstaat men , 
zoo als reeds vromer is opgemerkt, de beide projectiën van deze door- 
snede te bepalen. 

Snijden nu van de beide vlakken B'-BB'^ en O CU' (fig. 38) de hori- 
zontale, zoowel als de verticale doorgangen, elkander, dan zijn deee 
snijpunten E' en IX^ ($ 47)* punten van de gemeene doorsnede dezer 
vlakken, en men zal dus slechts de beide projectiën behoeven te bepalen 
van de lijn, die door deze twee punten kan getrokken worden. 

Daar nu 1^ in het verticale vlak ligt, is D (§ 28) deszelfs horizontale 
projectie, en van E', als in het horizontale vlak gelegen zijnde; is E' 
zelf de horizontale projectie; derhalve is ($ 53) DEf de horizontale projectie 
van' de lijn , die door de punten D^' en E' gaat , of van de gemeene 
doorsnede der beide vlakken. 

Daar verder E' in het horizontale vlak ligt, is E (§ 28) deszelfs 
verticale projectie, en van D'^, als in het verticale vlak gelegen zijnde, is 
D'' zelf de verticale projectie; derhalve is (§ 53) jBD" de verticale projectie 
van de lijn , die door de punten E' en D'' gaat , of van de gemeene 
doorsnede der beide vlakken. 

Om dus de doorsnede te construeren fan ttve'e vlakken , waan^an de hori- 
zontale en verticale doorgangen elkander snijden y laat men uit het snijpunt 
can de verticale doorgangen eene hmllijn neder op de as pan projectie , en 
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pereenifft hei coetpunt detêr loodlijm mei hei gnijpunt der hortzoniale doorgan- 
gen y dan zal de%e, lijn de horizontale projeciie fan de gevraagde doorsnede 
wezen, Verpolgena laai men uii hei snijpuni can de horizoniale doorgangen 
eene loodlijn neder op de as can projectie ^ en fereenigt hei tfoetpnnt dezer 
loodlijn mei hei snijpunt der f^eriicale doorgangen ^ dan zal deze lijn de (ver- 
ticale projeciie der get^raagde doorsnede zijn. 

§ 74. Loopen de horizontale doorgangen van twee vlakken aan el- 
kander evenwijdig , terwijl de verticale eikander snijden , dan is reeds 
in § 48 aangetoond, dat de gemeene doorsnede dezer vlakken evenwijdig 
loopt aan het horizontale vlak. 

Zijn , b. V. , jy'Djy en E"^E' (fig. 39) de twee gegevene vlakken , 
waarvan de horizontale dooigangen J^EK en MW evenwijdig zijn, terwijl 
de verticale doorgangen Diy^ en EW elkander in het punt G^' snijden , 
dan moet hunne gemeene doorsnede door het punt C^gaan, en even* 
wijdig loopen aan het horizontale vlak ; deze gemeene doorsnede moet 
dus ook evenwijdig loopen aan de lijn i>D', omdat die in het horizontale 
vlak , en tevens in een der g^evene vlakken ligt. Men heeft dus 
slechts eene lijn te construeren , die door een gegeven punt gaat , en 
evenwijdig loopt aan eene gegevene lijn, en hiertoe moet men (§ 37) 
de projectiën evenwijdig aan die der gegevene lijn, en (§ 53) door de 
gelijknamige projectiën van het gegeven punt trekken .- 

Daar nu (§ 28) C de verticale, en G de horizontale projectie van 
het punt C^ is, terwijl Djy- en VE (§ 32) de horizontale en verticale 
projectiën van de lijn Djy zijn, zoo zal de lijn GUf, die uit G evenwijdig 
aan Piy gelrokken wordt, de horizontale projectie, en de liju G"H'' , 
die uit C evenwijdig aan de as van projectie getrokken wordt, de 
verticale projectie dezer gemeene doorsnede wezen. 

Om dus de doorsnede te construeren van iwee vlakken ^ waarvan de hori- 
taniaie doorgangen evenwijdig loopen ^ en de verticale elkander snijden , laat 
men uit hei snijpunt van de verticale doorgangen eene loodlijn neder op de 
a» van projectie , dan zal de lijn y die uii het voetpunt dezer loodlijn even- 
wijdig met de horizontale doorgangen getrokken wordt y de horizontale projeciie 
pan de doorsnede y en de lijn y die uii hei snijpuni der verticale doorgangen y 
evenwijdig mei de as van projeciie getrokken wordt ^ de verticale projectie van 
de doorsnede wezen* 

J 75. Men kan in dit geval echter ook den regel van § 73 toepassen , 
door op te merken , dat het snijpunt der horizontale doorgangen hier op 
eenen oneindigen afstand ligt, en dus ook het voetpunt der loodlijn, die 
uit dit snijpunt op de as van projectie moet worden nedergelaten. Laat 
men alzoo- uit het snijpunt G'' der verticale doorgangen eene loodlijn 
Q/'G op de as van projectie neder, dan zal, volgens § 73, de horizontale 
projectie der gemeene doorsnede verkregen worden , door den voet G dezer 
loodlijn met het snijpunt der horizontale doorgangen te vereenigen • 
daar echter dit snijpunt op eenen oneindigen afstand gelegen is, moet 
de lijn, die uit G naar dit snijpunt gaat, noodzakelijk evenwijdig 
getrokken worden aan de horizonlule doorgangen b\^ en JEE'. Verder 
moet , volgens § 73 , om do verticale projectie der doorsnede te verkrijgen , 
het snijpunt C der verticale doorgangen vereenigd worden met het 
voetpunt der loodUjn, die uit het snijpunt der horizontale doorgangen 
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op de as van projectie woidt nedeigelaten ; daar echter de voet deaer 
loodlijn in de as van projectie op eenea oneindigen afstand ligt, moet 
de lijn, die het punt G'* met den voet dezmr loodlijn vereenigt, nood^ 
lEakelijk evenwijdig aan de as van projectie getrokken woiden* 

J 76. Zijn de verticale doorgangen van twee vlakken evenwijdig, 
terwijl de horizontale elkander snijden, dan zal de gemeene. doorsnede 
dezer vlakken evenwijdig loopen aan het verticale vlak. 

Zijn, h. V., Fi^F^ en G'G&' (fig. 40) de twee gegevene vlakken, 
waarvan de verticale doorgangen iV^ en GG'^ evenwijdig zijn , terwql 
de horizontale doorgangen elkander snijden in het punt H', dan Ml 
de gemeene doorsnede deeer vlakken evenwijdig loopen aan het ver- 
ticale vlak, en door het punt H' gaan. Redeneert men nu op eoae 
dergelijke VT^ze als in § 74, dan zal men bevinden, dat de verticale 

{»rojectie der gemeene doorsnede verkregen vrordt, door uit H' eeae 
oodlijn H'iT op de as van projectie neder te laten , en uit den voet 
H deaei loodlijn de l^n Er evenwijdig aan de verticale doorgangen 
te trekken; en dat de horizontale projectie deeer gemeene doorsnede 
gevonden wordt, door uit H' de l^n HT evenvnj^g aau de as van 
projectie te trekken. 

Om dus de doonnede te amtünwren tnm twee (f Ukken ^ waarvan de per* 
ticale doorgangen ecenmjdig loopen y en de hariwntale doorgangen eUumder 
snijden y laat men uit Aef snijpunt pan de horizontale doorgangen eene leoi" 
lijn neder op de as pan projectie y dan lal de lijny die uit het poetpunt deatet 
loodlijn epenwifdig tnet de p^tieale doorgangen getrokken wordt y de pertienh 
projectie pan de doorsnede y en de lijn y die uit het snijpunt pan de horisontde 
doorgangen y epenwijdig met de as pan projectie getrokken wordt y de korisontah 
projectie der doorsnede wezen. 

Het is klaar, dat ook in dit geval de regel van $ 73 zal doorgaan , wanneer 
men in aanmerking neemt, dat het snijpunt der verticale doorgangen hier 
op eenen oneindigen aistand ligt, en dus ook het voetpunt der loodli^p., 
die uit dit snijpunt op de as van projectie moet worden nedergelaten. 

§ 77. Loopen de doorgangen van twee vlakken evenwijdig aan de 
as van projectie, dan is in § 50 aangetoond, dat zoo de vlakken elluu»- 
der snijden, hunne gemeene doorsnede evenvrijdig zal wezen aan de 
as van projectie, en dus ook aan de beide projectievlakken. De beide 
projectiën dezer lijn (§ 32) evenwijdig moetende zijn aan de as Tan 
projectie, komt het er dus slechts op aan, te bepalen, hoe ver é6b~ 
punt van dezelve van elk der projectievlakken aistaat. 
€) Zijn nu , b. v. , H'H'' en IT' (6g. 41) de twee gegevene vlakken , 
waarvan men de doorsnede wil bepalen, en heeft het in $ 51 opgef^ 
ven kenmerk van evenwijdigheid niet plaats, dan neemt men , om een 
punt van de gemeene doorsnede te vinden , een nieuw projectievla^E 
RSF aan (fig. 25), dat men loodregt door eenig punt S van de as vaai 
projectie laat gaan. Dit vlak snijdt de beide gegevene vlakken volgens 
de lijnen HII" en II'', en het snijpunt L dezer lijnen is dan een pmlt 
van de gemeene doorsnede der gegevene vlakken. Om dit punt ook m 
de Gonstructie-figunr te bepalen , verbeeldt men zich , dat dit nieuwe 
projectievlak RSP , om deszelfii verticalen doorgang HS wentelt , tot dat 
het dp het verticaie vlak komt te liggen, dan zal de lijn PS, omdat 
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aj loodregt staat op RS , altijd in het honsontale vlak Uijyen , en na 
die. onoLwenteling in het Teilengde van SQ komen te vallen, tersnjl de 
punten H' en F d^wlboj^ znlkn beschrijven. 

Trekt men dus door eenig pnnt S (fig. 41) van de as van projectie eene 
loodlijn op dezelve , en beschrijft men uit S met de stralen SH' en SF 
eirkeUiogen ^ die het verlengde van SQ in H' en F snijden , dan zal , als 
men de lijnen HIF' en FI'^ trekt, het sn^pont L dezer lijnen het begeerde 
punt Yên de gemeene doofsnede der gegevene vlakken wezen. Daar mi , 
{fedmende de omwenteling van het vlak RSP om de lijn RS, het punt L, 
dat in dit vlak gelegen» is, denxelfden afstand van het horizontale vlak 
behouden heeft , zoo zal men , om dien i^stand te bepeden , slechts uit L 
eene loodlijn LI/ op FQ behoeven neder te laten. Verder is het klaar, 
dat .I/S= U/'- den a£stand zal aantoolien, waarop het pnnt L zich aan- 
Tankelijk van bet verticale vlak bevonden heeft. Trekt men dus op den 
afstand SW s= LL' eene lijn I/'I/', evenwijdig aan de as van projectie , 
dan zal "Wl/^ de verticale^ projectie der gevraagde doorsnede wezen ^ en 
trekt men op den a£rtaad 1/3= LX/' eene lijn UU, evenwijdig aan de 
as f dan zal 1/1/ de hocizontale projectie dezer doorsnede zijn. 

S 78. Men kan ode, em het punt L in de oonstrnctie-figuur te bepa- 
len , zidh verbeelden, dat het vlak RSP (fig. 25) om deaoelfs horizonttden 
doorgang SP wentelt, tot daÉ. het op bet horizontale viak komt te liggen, 
dan lal de lijn RS, omdat nj loodregt staat op PS, altijd in het ver- 
ticale vlak blijven , em na die omwentding in het verlengde van SQ komen 
te Tallen, terwijl de punten Hf' en- F' cirkdbogen millen beschrijven. 

Trekt men dus door eenig pnnt S (fig. 42^ eene loodlijn op de as , 
en. beschrijft men nit S met de strakn SHf' en SF' cirkelbogen, die 
het verlengde van SQ in H'' en F' mgden, dan zal, als men de lijnen 
'BHS' en FF' trekt , het snijpunt L dezer lijnen ook het begeerde punt 
Tan de gemeene doorsnede der gegevene vlakken wezen. Daar nu , ge- 
durende de omwenteling van het vlak RSP om de lijn SP, het punt 
Ij, dat in dit vlak gel^n is, denaeUdenr afstand van het verticale vlak 
bdumden heeft, zoo zal men, om dien afstand te bepalen, slechts uit 
Ij eene loodli^ LI/' op. RQ behoeven ^ neder te laten. Verder is het 
klaar , dat I/'S = LI/ den a&tand zal aantoonen , vraarop het punt L 
lidl aanvankelijk van het horizontale vlak bevonden heeft. Trekt men 
doB- (^ den amand SI/ =:I/'L eene lijn I/I/, evenwijdig aan de as 
vaa projedM , dan zal weder 1/1/ de horizontale projectie der gevraagde 
doorniede- wezen; en trekt men op den afstand I/'S = LI/ eene lijn 
I/'I/', evenw^dig aan de as, dan zal ook weder I/'L" de verticale pro- 
jectie Tan deze doorsnede wezen. 

$ 79. Zoodra men de punten H" en F' (fig. 42) in de as SQ bepaald , 
en de lijnen ^H' en FF' getrokken heeft, kan men deze lijnen aan- 
oeaMa al& de nieuwe verticale doorgangen der gegevene vlakken , waarbij 
dan; BfiB als het nieuwe verticale vlak , en SP als de nieuwe as van 
paojiw tie beidionwd moet worden. Dewijl nu de verticale doorgangen 
nPW. en .1"!' elkander snijden , en de horizontale doorgangen H'H' en 
FF evenwijdig loopen , zoo blijkt hieruit, dat men ook in dit geval den 
ttiffSL- Tan % 74 kan toepassen; hierdoor zal men liU tot horizontale en 
L tot verticale projectie van de gemeene doorsnede der beide gegevene 
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vlakken vinden. Wordt dese lijn, die nu loodregt staat op het nieuwe 
verticale vlak RSP, en waarvan al de punten op eenen atjtand LL' 
boven het horizontale vlak liggen, op het oorspronkelijke verticale vlak 
geprojecteerd , dan is het klaar , dat men weder L'^L'' voor derzelver 
verticale projectie «al bekomen. 

§ 80. Moet men de doorsnede van drie vlakken bepalen, dat is het 
punt, dat aan drie vlakken gemeen is,, dan bepale men eerst, volgens 
eene der boven beschrevene leerwijzen, de gemeene doorsnede van twee 
der gegevene vlakken , en vervolgens de gemeene doorsnede van een dezer 
twee vlakken met het derde, dan zal het punt, waar deze twee door- 
sneden elkander snijden, aan de drie vlakken gemeen zijn, en dus het 
gezochte snijpunt wezen. 

Zijn, b.v., A'JM\ B'-ÖB" en GCO^ (fig.43)de drie gegevene vlakken, 
en wil men het punt bepalen , waar deze drie vlakken elkander snijden , 
dan construeert men eerst de doorsnede (£K£, 2>£'0 van de vlakken Af JA" 
en B'i^B", en vervolgens de doorsnede {&F, tfF') van de vlakken A'JA" 
en C'CC" ; het punt (Hf , H^) , waar deze twee doorsneden elkander sn^- 
.den, is dan het snijpunt der drie gegevene vlakken. 

Van de doorsnede der twee laatste vlakken , behoeft men slechts eene 
der beide projectiën te bepalen. Heeft men , b. v. , derzelver horizontale 
projectie bepaald, en snijdt deze die der twee eerste in-H', dan is H' 
reeds de horizontale projectie van het begeerde snijpunt, en deszelis ver* 
ticale projectie, als in Ï>E'' moetende liggen, kan dan door § 23 worden 
gevonden. Immers de doorsnede der twee laatste vlakken kan die der 
beide eerste niet kruisen, maar moet haar snijden, of met haar even- ■ 
wijdig zijn. In het laatste geval zullen de drie vlakken elkander wd 
twee aan twee, maar niet onderling snijden. 

Komt de gemeene doorsnede der twee laatste vlakken op die der twee 
eerste vlakken te vallen, dan snijden de drie vlakken elkander volgens 
eene lijn. 

§ 81. Moet men eene lijn bepalen , die in een gegeven vlak gelegen ^ 
is, dan neme men een willekeurig vlak aan, en construere de doorsnede 
van dit vlak met het gegeven vlak. Gemakshalve kan men dit wille- 
keurig vlak loodregt op een der projectievlakken aannemen. 

Is, b.v., WBW (fig. 44) het gegeven vlak, en wil men eene lijn 
construeren, die in: dit vlak ligt, dan construere men de doorsnede van 
dit vlak met het vlak T/DI/' , dat loodregt staat op het horizontale vlak, 
dan zal deze doorsnede (C/2>^ CI/^) klaarblijkelijk eene lijn wezen, die 
in het vlak B'BBf^ gelegen is. 

§ 82. Werkstuk. Het punt te iepalen, waarin eene gegec^ne lijn een 
geget^en vlak snijdt. 

Construeert men een der projecterende vlakken van de gegevene lijn, 
en zoekt men de djDorsnede van dit projecterend vlak met het gegevene 
vlak , dan zal deze doorsnede in een zelfde vlak gelegen wezen met de 
gegevene lijn, en wel in het geconstrueerde projecterend vlak der lijn. 
Het punt, waar deze doorsnede en de gegevene lijn elkander snijden, 
zal het gevraagde snijpunt moeten aanwijzen'; want dit punt ligt in de 
gegevene lijn, en omdat de gezochte doorsnede tevens in het gegevene 
vlak ligt, ook in het gegeven vlak. 
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I», b. V. , (Ciy, C'IT) (fig. 45) de gegwene lijn en W£W het ge- 
fgBweae Tlak , en wil men bepalen , waar deze lijn dit vlak snijdt , dan 
cosrtraeert men een van deizelver projecterende vlakken , b. v. het 
projectercBd vlak CJSE" van de gegevene lijn op het horizontale vlak 
^54), en zoekt vervolgens (§ 73) de doorsnede (OE , CE") van dil 
projecterend vlak met het gegevene vlak; het punt {jy , D'), waar deze 
•% [ajB, CE!^ de gegevene lijn (Ojy , C"D") snijdt (§ 39), zal dan 
bet gezochte snijpunt wezen. 

Om dus het gnijpaU can eene lijn met een t^lak te bepalen , Moekt men 
ie ioorspede tum een'ier jnrojecterenie f lakken dezer lijn met het gegecen 
pUk; het punt f waar dete doorsnede de gegevene lijn snijdt ^ is het begeerde, 

$ 83. K.wam in de constructie van fig. 45 de projectie CE/' op de 

I projectie CTD^' te vallen , dan zou zulks aantoonen , dat de gegevene 
ign (COy, ÜIT) in het vlak WBW' gelegen was. Hieruit blijkt, hoe 
men in een gegeven vlak eene lijn kan construeren, waarvan de hori- 
. amtale projectie gegeven is. 

1 Is y b. V. , ^'BW (fig. 44) het gegeven vlak , en CIK de gegevene 
I horisontale projectie eener lijn, dan construeert men (§ 54) het projecterend 
I vlak jyDVr van de begeerde lijn op het horizontale vlak, en zoeke 
* (J 73) de doorsnede {f^D, Ciy^ van dit vlak met het gegevene , dan 
I ad Cjy' de gevraagde verticale projectie wezen {*), 
I { 84. Liep in de constructie van fig. 45 de projectie CW evenwijdig 
I met de projectie QTDf^ dan zou zulks aatitoonen, dat de gegevene lijn 
' (CTK, COy) evenv^jdig was aan het vlak B'^B''. ffieruit blijkt dus, 
hoe men eene lijn kan construeren, die evenwijdig is aan een gegeven 
▼lak. Daartoe construere men namelijk eerst eene lijn , die in het 
g^even vlak gelegen is, en trekke vervolgens eene lijn evenwijdig aan 
dezelve , dan zal deze de gevraagde zijn. 

Is , b. V. , "BfffBT (fig. 46) het gegeven vlak , en wil men eene lijn 

consbueren, die evenwijdig is met dit vlak, dan construere men volgens 

' $ 81 eene Inn {GD, CIT), gelegen in dit v^ak, en trekke (§ 37) de lijn 

IPEHP', BTT'O evenwijdig aan {OD, Cjy'), dan zal de Ujn (E'F, E"F") 
evenwijdig zijn aan het vlak WBW'^ omdat zij evenwijdig loopt aan 
eene lijn {CD, CEK') , die in dit vlak ligt. 
Het.is klaar, dat ook de lijn {CD, H/rP'), zoowel als de lijn (ET', CU') 
aan het b^eerde voldoen zal (§ 37). 
■ J 85. In S 80 is geleerd , hoe men het punt kan vinden , waarin 
I drie g^evene vlakken elkander snijden; nu kan men echter dit snijpunt 
I ook op eene andere vrijze bepalen. Heeft men namelijk de doorsnede 
van twee der gegevene vlakken bepaald, en zoekt men het snijpunt van 

Ideze doorsnede met het derde vlak , dan zal dit ook het punt zijn , 
waarin de drie gegevene vlakken elkander snijden. 

(*) Daar bet ovreraehilKg ft, welke der twee projectievUkken men als hel horizontale 
of rertieale vlak wU beechouwen , lal men overal de woorden verticaal en horisontaal 
koBiien Terwlaaelen , zoodat elk vraagstnk , dat ten opzigte van een dezer vlakken ooiboo- 
dea la, ook teb opiigte van het andere voor opgelost moet worden gebonden. De in deze- 
$ opgefOTMe constmctle zon dua ook woordelqk doorgaan , wanneer de Torticale projectie 
der geTTaagde V^n , in plaata Tan de horizontale, gegeven was , en hieruit de horizontale 
■aeat worden gevonden , doch dan sou men elke coostroctie , die na in het horizontale 
vlak verrlgt fa, in bet verticale vlak moeten nitvoeren, en omgekeerd. Wanneer alzoo ia 
bet vervolg de eoostructito voor een dezer gevallen z^n aangewezen, zal de andere met 
stilzwegen voorb^gegaan , of alleen aangestipt worden. 
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$ 86. Wbrkstuk. De doargsMgen pm m» tflak gegeten Mijnde^ prMgi 
men dit vlak te constrMeren , iat mii teggen y de keritomiale profeetie tnm 
eetug punt in dit cUk gegepen tijnée , desseffs pertieale projectie te lept^m, 
en omgekeerd. 

Trekt men door de gegevene horizontale projectie eene wiHekeitrig;e 
lijn in het horizontale vlak, dan kan men dóse'Ujn béschoutvmi A 
de horizontale projectie van eenige lijn in het yhdc, gsuinde daoft hef 
punt, waarvan de horizontale projectie gegeven is. Gonstruecfrt men 
nu volgens § 83 de verticale projectie van deze lijn , dan zal in denlve 
de gevraagde verticale projectie van het pnnt moeten gelegen zijn, ett 
deM zal dus door $ 23 hekend weiden. 

Is, b. V., 'ËfBW (fig. 47) het gegeven Tlak, en F de gegeinene hori- 
zontale projectie van eenig punt in hetzelve, waarvan men def vertksale 
projectie, en dos ook den afstand tot het horiaontale vlak, wil hepriu* 
len, dan trekt men door V eene willekeurige lijn FXjf in het hori- 
zontale vlak , welke nu de horizontale prmectie ia vaii eenige fipi , ■ 
gdegen in het gegevene vlak; volgens § 83 vindt men, dat €1/^ ée, 
verticale projectie van deze lijn is, en daar nu het punt in deae 18n 
moet liggen, zoo is (| 23) F' de gevraagde verticale projectie, en pf^ 
de afstand van het punt tot het horizontale vlak. 

§ 87. Trekt men door F de lijn FiV (fig. 48), evenwijdig aan den h^ 
rizontalen doorgang van het g^even vlak, dan bepaalt men de fijn, 
dis in het vlak ligt en door het punt gaat, zoodanig, dat z^ even- 
w^dig loopt aan het horizontale vlak, en dat dus al* derzelver pun€eif 
even ver yan het horizontale viak staan. I^'P^ is dè verticale projectie' 
dezer lijn, F' de gevraagde verticale projectie van bet punt, en V^Pzsz 
WN de afstand van hetzelve tot het horizontale vlak. Deze laatste- 
handelwijze wordt meestal aangewctnd ter bepaling van een punt uit 
eenig vlsüc. 

S 88. Trekt men dooF F de lijn F^' (fig, 4^, evenwijdig aan* de 
as van projectie, dan bepaalt men de lijn, die in het vlak ligt en 
door het punt gaat, zoodanig, dat zij evenwijdig loopt aan het verticale 
vlak. MV » de verticale projectie dezer lijh, en F' de gsvraagdie ver* 
ticale projectie van het punt. 

S 89. Is de verticale projectie van eenig punt in een vlak gegeven, 
dan kan men ook deszelfs horizontale projectie bepalen. De beischou- 
wing van fig. 47, 48 en 49 zal genoegzaam wezen, om in te zien, 
hoe men handelen moet, wanneer men de horizontale projectie F wil 
bepalen , als de vnticale projectie F^ gegeven is. Men zie overigens 
de noot op bl. 31. > 

Uit de oplossing van dit werkstuk blijkt tevens , hoe men onderzoe- 
ken kan, of een punt, dat door .zijne beide projectiën gegeven is, al 
of niet in een gegeven vlak ligt. 

S 90. Wbrkstük, Ven koek te coastrueren, welken een gegepen plak met 
elk der projeetieplakken maakt. 

Zij B^^'^ (fig. 50) het gegeven vlak, en FGT^ een vlak, dat loodiegt 
op den horizontalen doorgang staat, dan is PC'F de hoek, dien het 
gegeven vlak met het horizontale vlak maakt. Laat men nu uit eenig 
punt F van de lijn FC', volgens welke het gegeven vlak door het 
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standYlak PG'P' gemeden wordt, eene loodlija PP op het liorizontale 
ykk Tallen, dan is P de horizontale projectie van het punt F uit 
dit vlak , Via de a£rtand van deze horizontale projectie tot den hori- 
nntalen doorgang, en PP' de afstand van het pant P tot het horizon- 
tale vlak. Wordt nu het standvlak PG'P' om deszelfs horizontalen 
doorgang P^(7 nedergeslagen op het horizontale vlak , dan zal daardoor 
de regthoekige driehoek PG'P^, en dus ook de> standhoek FG'F niet 
Ttvanderen. 

De hoek , ^en een vlak dus maakt met het horizontale vlak , is een 
Inek eens regthoekigen driehoeks, waarin de regthoekszijde , staande 
over deaen hoek, de afstand is van eenig punt uit dit vlak tot het 
horizontale vlak, en waarin de andere regthoekszijde de' afstand is van de 
horizontale projectie van dit punt tot den horizontalen doorgang des vlaks. 

Is, b. ▼.{, WB&' (fig. 51) het gegeven vlak, en wil men den hoek 
coDstruerea , dien dit vlak maakt met het horizontale vlak , dan neemt 

(men de horizontale projectie V van een willekeurig punt aan, en be> 
psalt, volgens $ 87, deszelfs verticale projectie F", en daardoor deszelfs 
a&tand i'K' tot het horizontale vlak* vervolgens trekt men uit F' eene 
kodlijn P^G' op den horizontalen doorgang , en uit hetzelfde punt op 
I FC eene loodlijn FP = PF', dan zal, als men de lijn PC' trekt, 
I koek PCT^ de hegeerde wezen. 

I $91. Door in fig. ttO het horizontale vlak als het verticale vlak te 
I keachouwen, en op eene overeenkomstige wijze te redeneren als in de 
' vorige S , zal men bevinden , dat de hódc , dien een vlak met het ver- 
ticale vlak maakt, een hoek zal wezen van eenen regthoekigen drie- 
hoek, waarin de regthoekszijde, staande over dezen hoek, de afstand 
is, welken een willekeurig punt uit dit vlak tol het verticale vlak 
heeft, en waarin de andere regthoekszijde de afstand is, dien de verti- 
cale projectie van dat punt tol den verticalen dooirgaug heeft. 

Is, b. V., B'BB'' (fig. 51) het gegeven vlak, en wil men den hoek 
oonstraeren, dien dit vlak maakt met het verticale vlak, dan neemt 
men de horizontale projectie P van een willekeurig punt aan, en be- 
1 paalt, volgens $ 87, deszelfs verticale projectie F', trekt uit F' eene 
I loodlnii V^^iy' op den verticalen doorgang, en uit hetzelfde punt op 
I FD^ eene loodUjn F'P = PF, dan zal, als men de lijn PD" trekt, 

I' hoek P'D'P de begeerde wezen. 
J 92. Wbrkstük. Een f lak geget^en zijnde ^ vraagt men hetzelt>e om 
een' fijner doorgangen neder te slaan op het overeenkomstige projectief lak ^ 
dat is , te iepalen, waar elk gegeven punt van dit vlak y %ich na dit neder' 
daan zal levinden, 

I Verbeeldt men zich , dat . door eenig punt P van het vlak "WEW' 
(fig. tfO) een vlak gebragt wordt, loodregt op den horizontalen door- 
gang, dan zal PCF de hoek wezen, dien het vlak B'BW^ maakt 
met het horizontale vlak, en PG' de afstand, dien het punt P heeft 
Itot den horizontalen doorgang, terwijl in de doorsnede FG' de hori- 
zontale projectie P' van het punt P zal gelegen wezen. Wordt nu het 
vlak B'jSB'' om deszelfs horizontalen doorgang nedergeslagen op het 
horizontale vlak, dan zal de lijn PG% die loodregt staat op £W , ge- 
durende die beweging, altijd loodregt op J?B' blijven, en dus komen 

• 3. 
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Ie Tallen op FC', die insgelijks loodregt is op BB', wanneer het hellenide 
vlak op het horizontale vlak is nedergekomen. Het punt P tal voorti 
gedurende die beweging een' cirkelboog doorloopen, waarvan G het 
middelpunt en FC' de straal is, en dus na die omwenteling in |/ 
nederkomen , zoodanig , dat Cp^ = PC is. 

Om alzoo te bepalen, waar een punt, welks horizontale projectie 
gegeven is, en dat in eenig vlak ligt, zal nederkomen, wanneer dit 
vlak om deszelfs horizontalen doorgang wordt nedergeslagen op het 
horizontale vlak , zoekt men de verticale projectie van dat punt , en dos 
deszelfs afstand tot het horizontale vlak; vervolgens bepaalt men, door 
middel van dit punt, den hoek, dien het vlak maakt met het hori- 
zontale vlak, dan zal de afstand bekend worden, dien dit punt heeft 
van den horizontalen doorgang. Eindelijk zet men op de loodlijn , dw 
uit de horizontale projectie van het punt op den horizontalen doorgang 
getrokken wordt, van derzelver voetpunt af, dezen afstand uit, dan 
zal het uiteinde dezer lijn de begeerde plaats aanwijzen. 

Is, b. V. , F (fig. 52) de g^evene horizontale projectie van eenig 
punt uit het vlaJc 'S/BW', en wil men benalen, waar dit punt zal 
nederkomen, wanneer het vlak, om deszelfs horizontalen doorgang , 
wordt nedergeslagen op het horizontale vlak, dan bepaalt- men volgen 
§ 87 de verticale projectie V\ en daarna volgens $ 90 den standhodk 
PCF; hierdoor wordt de afstand PC bekend^ dien het punt (F,?") 
van den horizontalen doorgang heeft. Beschrijft men nu uit O , m«t 
PC als straal, een' cirkelboog, die VCf in p' snijdt, dan zal het pont 
p^ de begeerde plaats aanwijzen. 

' $ 93. Door op «ene overeenkomstige vrijze , als in de vorige § ver^ 
klaard is, te handelen, kan men ook een vlak om deszelfs verticalen 
doorgang nederslaan , en dan bepalen , waar elk punt uit hetzelve zal 
nederkomen. Zoo zaJ , b. v. , het punt (F,F') , gelegen in het vlak 
WBWf (fig. 52) , in p'' komen te vsulen , wanneer dit vlak om desfeelft 
verticalen doorgang op het verticale vlak wordt nedergeslagen. 

§ 94. Uit dit werkstuk leert men , de wezenlijke gedaante en ligging 
van eene figuur te bepalen, die in een gegeven plat !vlak ligt, indien 
eene der beide projectië'n van deze figuur gegeven is. Men zal namelnk 
de opgegevene constructie ($ 92 of § 93) , voor elk . hoekpunt van de 
figuur, moeten herhalen, en dan de geconstrueerde punten, op eene 
overeenkomstige wijze als in de gegevene projectie, moeten vereenigen. 
Is de figuur kromlijnig, 'dan zal men de^e constructie voor een genoeg 
zaam aantal punten moeten herhalen , om er de gevraagde figuur uit de 
hand door te kunnen trekken. 

§ 95, Is een vlak WBW^ (fig. 52) gegeven , en weet men , dat eenig 
punt uit hetzelve in p' is nedergekomen , door dit vlak om deszelb 
norizontalen doorgang neder te slaan op het horizontale vlak , dan kan 
men omgekeerd moeten bepalen, waar de projectiën van dit pnat 
-zullen komen te liggen, wanneer het vlak weder opgeslagen, en tot 
deszelfs oorspronkelijkön stand teruggebragt wordt. De beschouwing van 
fig. 52 is genoegzaam , om in te zien , hoe men hiertoe te handelen 
hebbe. Men bepaalt namelijk ($ 90) den hoek, dien het gegeven vlak 
maakt met het horizontale vlak, trekt uit p' eene loodlijn p'C' op den 
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kmm talen doorgang , ''en nit O eene onbepaalde lijn CT , die met 
jlty den gevondenen standhoek maakt; vervolgens beschrijft men uit C, 
met G^j/ als straal, eenen cirkelboog, die de onbepaalde lijn (7P in P 
mijdt; eindelijk laat men uit P eene loodlijn PP op Cp' vallen, dan 
ui de voet F dezer loodlijn de begeerde horizontale projectie van het 
pmt wezen. Desxelfs verticale projectie V kan nu volgens $ 87 bepaald 
VDrden; of wel, door uit P^ eene loodlijn PP op de as van projectie te 
trekken, en /'P'sPF f e maken. 

Was er gegefven, dat eenig punt uit het vlak WSW in p'' is ne- 
ingekomen , door dit vlak om deszelfs verticalen doorgang op het 
verticale vlak neder te slaan , dan zou mm op eene dergelijke wijze 
faumen bepalen, waar de beide projectiën van dit punt komen te liggen, 
«inneer het vlak weder opgeslagen , en tot deszelfs oorspronkelijken 
Amd teruggebragt wordt. 

{ 96. Werkstuk. Door em gegeten punt een dak te Brengen ^ evenmfdig 

I«0 een gegeven plak» 
De dooif^angen van het gevraagde vlak moeten ($ 49) evenwijdig 
agn aan die van het gegevene: men zal dus slechts één punt van een' 
doer doorgangen behoeven te bepalen; want het snijpunt van een' 
iv doorgangen met de es, zal een punt van den anderen doorgang 
aanwijzen. 

Construeert men nu in het gegeven vlak eene willekeurige lijn, en 
tnkt men door het gegeven punt eene lijn evenwijdig aan dezelve , 
h^ zal deze laatste lijn in het gevraagde vlak moeten liggen, en het 
pbnt, waar zij een der projectievlakken snijdt , zal derhalve een punt van 
een' der doorgangen wezen, die dan beide geconstrueerd kunnen worden. 
In plaats van eene lijn in het gegeven vlak te construeren , kan 

i' men zich bedtenen van den horizontalen doorgang, die ook in het ge- 
geten vlak ligt; trekt men dus door het gegeven punt eene lijn^ 
evenwijdig aan den horizontalen doorgang , dan zal het punt , waar 
deze lijn het verticale vlak snijdt, een punt zijn van den verticalen 
I doorgang des gevraagden vlaks. 
SÈn kan ook gebruik maken van den verticalen doorgang, en door 
het gegeve n punt eene lijn evenw ij dig aan dezelve trekken; het punt, 
wiar d<!ze lijn het horizontale vlak ontmoet , zal dan een punt wezen 
I vm den horizontalen doorgang des gevraagden vlaks. 
I Is, bi V., fF, FO (fig* ^3) het gegeven punt, en '&B&^ het gegeven 
I fltk, dan is ae horizontale doorgang B'J? eene lijn in hetzelve , hebbende 
f M tot horizontale, en de as van projectie tot verticale projectie ($ 32^; 

Ide Ujn'(Fl>^ P^D"), die door het gegeven punt gaat, en evenwijdig 
ie aan 'den horizontalen doorgang (§ 37), is alzoo eene lijn uit het 
^evnuigde vlak^ en het punt D^, waar deze lijn het verticale vlak 
ontmoet (J S6) , een punt van deszelfs verticalen doorgang. Trekt men 
IBQ door u* eene lijn , evenwijdig aan E2f\ dan is WE de verticale 
doorgang , en daar E een punt van den horizontalen doorgang is , zoo 
fld JE', evenwijdig aan £b% de horizontale doorgang des gevraagden 
^ vlaks wezen. 

IS 97. Werkstuk. Ben afstand uan een geget^en punt lot een gegeten 
tfldt te construeren. 
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Laat men uit het gegeven punt eene loodlijn neder op het gegeven 
vlak, en construeert men het punt, waar deze lijn het vlak snijdt, 
dan zal de afstand van het gegeven punt tot aan dit snijpunt de be» 
geerde wezen. 

Is, b. V., (F, V") (fig. 54) het gegeven punt, en B'BB" het gegeven 
vlak, dan is (§ 46), aU men FE' loodregt op BW, en F'E" loodregt 
op .BB" trekt , (FE', F'E") de loodlijn , die uit liet gegeven punt op 
het gegeven vlak valt; construeert men nu (§ 82) het snijpunt (V, V'^ 
van deze lijn met het vlak , en vervolgens (§ 57) den afstand PV van 
de punten (F, F') en (V, V"), dan zal PV de afstand vtrezen, dien 
het gegeven punt. van het gegeven vlak heeft. 

Vielen de punten (F, F') en (V, V") in elkander, dan zou daaruit 
blijken, dat het gegeven punt in het gegeven vlak gelegen was. 

$ 98. Men kan dit werkstuk ook nog op eene andere wijze oplossen. 
Ig namelijk (F, F') (fig. 55) het gegeven punt, enB'^B" het gegeven 
vlak, dan construeert men (§ 87) de verticale projectie p'' van het punt 
in het vlak, dat F tot horizontale projectie heeft, en brengt door 
het punt (P', p'0 het standvlak, dan zal (§ 90) FC'p de hoek wezen, 
dien het gegeven vlak maakt met het horizontale vlak , en G'p de door- 
snede van het standvlak met het gegeven vlak, wanneer namelijk dit 
standvlak om deszelfs doorgang FC' nedergeslagen is op het horizon- 
tale vlak. Daar nu het gegeven punt (F, F') en het pimt (F, p"), 
omdat zij dezdfde horizontale projectie hebben , in eene lijn gelegen 
zijn , die loodregt staat op het horizontale vlak , zal het standvlak ook 
door het gegeven punt gaan , en bij het nederslaan van dit standvlak 
zal dus ook het gegeven punt in het horizontale vlak komen te liggen* 
Om te vinden waar. dit zal gebeuren , merke men op , dat JPF' de 
afstand is, dien het gegeven punt heeft tot het horizontale vlak, en 
dat de projecterende lijn van &t punt, in F loodregt staande op FC, 
gedurende dit nederslaan altijd loodregt op FC' zal blijven. Rigt mea 
dus uit F op FC eene loodlijn FP = PF' op, dan zal P de plaaU 
wezen, waar het gegeven punt nederkomt, wanneer het standvlak om. 
de lijn FG' nedergeslagen wordt op het horizontale vlak. Daar nu het 
standvlak loodregt staat op het gegeven vlak , en door het gegeven punt 
gebragt is, moet de loodlijn, die uit dit punt op het gegeven vlak valt, 
in dit standvlak gelegen wezen. Laat men dus uit P eene loodlijn neder 
op G'p, dan zal deze loodlijn PV de werkelijke afstand wezen, dien het 
gegeven punt van het gegeven vlak heeft. 

$ 99. Het voetpunt V (fig. 55) der loodlijn, die uit het gegeven 
punt (F, FO op het gegeven vlak B'j^B" valt, ligt hier met het 
standvlak nedergeslagen op het horizontale vlak. Wil men weder da 
beide projectiën van het punt V bepalen, en dus deszelfs waren stand 
ten opzigte der beide projectievlakken aanwijzen , dan merke men op , 
dat het standvlak FC'p het projecterend vlak van de loodlijn PV is; 
laat men dus uit V eene Joodlijn neder op FG', dan zal het voetpunt 
V dezer loodlijn de horizontale projectie van het punt V zijn , en daar 
W deszelfs afstand is tot het horizontale vlak, zal deszelfs verticale 
projectie V" gevonden worden, door uit V^ eene loodlijn op de as te 
trekken , en ^V" = W' te maken. 
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$ 100. Men kan ook het standvlak FG^p, dat loodregt staat op het 

horizontale vlak, als een nieuw verticaal vlak van projectie aannemen, 

dat om de . nieuwe as van projectie FC' op het horizontale vlak is 

nedergeslagen. C^p is dan de nieuwe verticale doorgang van het gegeven 

^dak , en P de nieuwe verticale projectie van het gegeven punt. Verder 

is dan FC' de horizontale, en PV de verticale projectie van de loodlijn, 

die uit het gegeven punt (F, P) op het gegeven vlak JBCp valt (§ 46); 

het voetpunt dezer loodlijn is (V , V), en dus PV de afstand, dien 

het gegeven punt van het gegeven vlak heeft. 

Hieruit hlijkt tevens, hoe men, het horizontale vlak onveranderd 
latende, van het eene verticale vlak tot het andere, kan overgaan. 

S 101. Werkstuk. De projectiën uan een punt geget^en tijnde y vraagt 
uten dit punt op andere plakken te projecteren, 

Be projectie van een punt op een vlak is (§ 8) de voet van de loodlijn , 
die uit het punt op dat vlak valt. Laat men dus uit het gegeven punt 
eene loodlijn neder op het nieuwe projectievlak, en bepaalt men het 
snijpunt van deze loodlijn met het vlak, dan zal dit punt de gevraagde 
projectie wezen op dat vlak. Construeert men vervolgens den afstand , 
dien het gegeven punt van het nieuwe projectievlak heeft, dan kan 
.men het punt ook projectéren op een tweede projectievlak, dat het 
eerste loodregt doorsnijdt. 

Is, b. V., (F, F') (fig. 56) het gegeven punt en B'JBB" het vlak 
waarop men dit punt wil projecteren, dan vindt men, door de in 

L98 opgegevene constructie, terstond den voet V der loodlijn, die uit 
t punt P op dit vlak valt, en tevens den afstand PV, dien het 
punt van dit vlak heeft. Volgens het bovengezegde is dus V de pro- 
jectie van het punt P op het vlak WEW^ en volgens § 99 zou men 
nn de beide projectiën van V op de eerste projectievlakken kunnen 
bepalen. Daar echter het opgegeven werkstuk meer bepaaldelijk vor^ 
dffit, deze projectie V in het nieuwe projectievlak werkelijk te teekenen, 
ten einde, wanneer er meer dan een punt gegeven is, de projectie van 
de geheele figuur op dit nieuwe vlak, in derzelver natuurlijke grootte 
en betrekkelijke ligging, te kunnen overzien, zoo bepaalt men, waiar 
het punt V zal komen te vallen, wanneer het vlak WEW' om deszelfs 
horizontalen doorgang B'^ omwentelt, tot dat hetzelve op het hori- 
lontale vlak komt te liggen. Daar nu VG^ de afstand is, dien het 
pont V heeft van den horizontalen doorgang B'^, zoo zal mën daartoe 
slechts (§ 92) uit G', met CV als straal, eenen cirkelboog moeten 
beschrijven , als wanneer het punt p', waar deze cirkelboog het verlengde 
▼an OF snijdt, de begeerde plaats zal aanwijzen, en dus p' de nieuwe 
horizontale projectie zal wezen van het gegeven punt. 

"Wil men verder het gegeven punt (F, P"^ nog projecteren op een 
tweede vlak, dat het vlak B'BW loodregt doorsnijdt, dan trekke men 
m dit irlak, dat nu op het horizontale vlak ligt nedergeslagen, eene 
willekeurige lijn as, die men als eene nieuwe as van projectie aanneemt , 
als wanneer het vlak asv het nieuwe verticale vlak van projectie zal 
weaeen, en merke tevens op, dat, blijkens de constructie, PV de af- 
stand is, waarop het gegeven punt boven het nieuwe horizontale vlak 
WBW gelegen is; trekt men dus uit p^ eene loodW^w o^ ^«^ «^ ^«rcdX. 
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men op deze loodiijn de lijn p^^ =zFY j dan zal p'' de nieuwe verti- 
cale projectie van het gegeven punt wezen. 

Nam men p'C als de nieuwe as van projectie, en dus het standvlak 
p^Cq als het nieuwe verticale vlak van projectie aan, dan zou men 
alleen uit p' eene loodiijn op p'C' behoeven op te rigten , en deze lood- 
iijn gelijk moeten maken aan PV, als wanneer het uiteinde deater 
loodiijn de nieuwe verticale projectie van het gegeven punt zou weeën.' 

$ 102. Was in de constructie van fig. 50, het punt P aan de anders 
zijde van G'p gevallen , dan zou daaruit gebleken zijn , dat het gegerea 
punt beneden het vlak WBW gelegen was, en men zou alsdan, om de 
nieuwe verticale projectie van het punt te bekomen, den afstand YP.op 
de loodiijn p'v^ aan den anderen kant van as hebben moeten uitzetten. 

§ 103. Indien er, in plaats van een punt, eene lijn g^even wias, 
zou men twee punten in deze liju moeten aannemen , en voor besde 
deze punten de opgegevene constructie moeten uitvoeren. Door da 
gelijknamige niepwe projectiën van deze punten te vereenigen , zon nonen 
alsdan de nieuwe projectiën der gegevene liju bekomen. 

$ 104. Was eene willekeurige figuur door derzelver projectiën geg^ 
ven, dan zou men voor elk van denelver hoekpunten de opgegevene 
constructie moeten herlialen, en de overeenkomstige punten door lijnen 
moeten vereenigen. En was de gegevene figuur kromlijnig, dan zon 
men de constructie voor een genoegzaam aantal punten moeten yer- 
rigten, om er de pieuwe projectiën uit de hand door te kunnen trekken. 

Eindelijk zij nog opgemerkt j dat de verandering der vlakken van 
projectie dient, om werkstukken, waarvan de constructie in het al- 
gemeen lastig mogt zijn, tot meer bijzondere gevallen terug te brengen, 
waarin de constructie eenvoudiger is. 

. S 105. Wil men van de nieuwe projectiën. p' en p" (fig. 56) tot de 
eerste projectiën F en F' terugkeeren, dan trekt men uit pf eene 
loodiijn p'C' op B'^^ neemt in p'C' een willekeurig punt aan, dat 
men als de horizontiJe projectie van eenig punt uit het vlak WSB" 
beschouwt, en bepaalt daardoor (J 90) den hoek p'G'q, dien dit vlak 
met het horizontale vlak maakt; vervolgens neemt. men op G'q, de 
l^n (7Vs=(7p^, en rigt uit V op C'q eene loodiijn VP=^" op, 
welke loodiijn men aan deze of gene zijde van C'q uitzet, naargelang 
uit de ligging van p" -ten opzigte van as blijkt, of het gegeven punt boven, 
dai^ wel béneden het vlak WSïil^ gelegen is; eindelijk laat men uit P 
eene loodiijn PP' neder op Cp^ dan zal P' de gevraagde horizontale 
projectie wezen, en daar PP^ den afstand aanduidt, dien het punt 
van het oorspronkelijke horizontale vlak heefl, zal (§ 26) F' de ge- 
vraagde verticale projectie wezen. 

.§ 106. Werkstuk. Daor,èen gegoten pwU een vlak te brengen , looiregt 
op eene gegevene Uju» 

Construeert men een willekeurig vlak, dat loodregt staat op de ge- 
gevene lijn, dan moet het gevraagde vlak hiermede evenwijdig zijn; 
want alle vlakken, die loodregt staan op eene zelfde lijn, zijn even- 
wijdig. De vraag is dus hierdoor teruggebragt tot het construeren van 
een vlak, gaande door een gegeven punt, en evenwijdig zijnde aan 
een gegeven vlak, welk werkstuk reeds in j 96 is behandeld. 
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Is, b. ▼., (F, F') (eg. 57) het gegmn punt, en (Ciy, CITO ^ 

i{;egevene lijn, dan zal, als men uit een willekeurig punt M van de 
u ¥ui projectie, loodlijnen BW en BB" op G'IX en C/'D" trekt, het 
Ybk. B'i^' (S 46) loodregt staan op de gegevene liju (CIX, C'J/'); 
kmgt men nu ($ 96) door het punt (F, F') een vlak G'GG'' , even- 
ligdig aan het vUk B'JB'\ dan zal &G&^ het gevraagde vlak wezen. 

S 107. Uit de beschouwing van fig. 57 blijkt , dat men tot de eigen- 
fijke constructie Tan het gevraagde vlak, 1^ hulpvlak B'JB'^ niet 
khoeft te construeren. Txekt men namelijk uit F eene loodlijn op 
Giy, voorts uit het punt N, waar deze loodlijn de as snijdt, eene 
loodlijn op de as, en door het punt F' eene lijn evenwijdig aan de- 
sdve, dan zal het punt N'', waar deze twee laatste lijnen elkander 
mijden , een punt wezen van den verticalen doorgang des gevraagden 
«laks. Trekt men dus uit N'^ eene loodlijn GG'' op C^jy\ en uit G 
oae loodlijn <r6^ op CIX, dan zullen deze de doorgangen des gevraag- 
den vlaks wezen. 

$ 108. IKt werkstuk kan ook n(^ op eene andere wijze worden opge- 
lat, door namelijk een der projecterende vlakken van de gegevene lijn 
als een nieuw projectievlak , en dus eene van denelver projectiën ab 
eme nieuwe as van projectie aan te nemen. 

Ij, b. ▼., weder (F, F') (fig. 58) het gegeven punt, en (COX, CD") 
ds gegevene lijn, en neemt men het projecterend vlak dezer lijn als 
ket nieuw verticaal vlak van projectie aan , dat om de horizontale pro- 
jflctie Cny , als óa nieuwe as van projectie, op het horizontale vlak. is 
Bfldergeslagen , dan blijft G'IV, of de nieuwe as van projectie, de ho- 
rinntale projectie der gegevene lijn,, en deze laatste, als in het nieuwe 
verticale vlak gelegen, is zelve hare verticale projectie GD, om welke 
te bepalen , men deze lijn slechts volgens $ 65 om derzelver horizontale 
projectie op het horizontale vlak behoeft neder te slaan. Trekt ikien 
vervolgens uit F eene loodlijn op G^ , en maakt men /rp'' = PF' , 
dan zal p^' de nieuwe vertiesde projectie van het gegeven punt wezen. 
Buur nu het gevraagde vlak loodregt moet staan op de gegevene lijn , 
Ofc de» hier in het verticale vlak ligt, moet het gevraagde vlak ook 
loodregt wezen op het verticale vlak; de verticale projectiën van alle 
ponten uit hetzelve, en' dus ook p^' moeten derhedve ($ 41) in des- 
kHs verticalen doorgang liggen. En daar deze verticale doorgang tevens 
($ 46) loodregt moet wezen op de verticale projectie GD der gegevene 
^ , is de lijn g^' , die uit j/' loodregt door GD getrokken wordt , de 
verticale doorgang, en de lijn ^g', die uit g loodregt op de horizontale 
projectie G^ getrokken wordt, de horizontale doorgang van het ge- 
vraagde vlak. De projectiën van het punt , waar de gegevene lijn het 
beg e erde vlak doorsnijdt, zijn <f^ en f. 

Om den doorgang met het oorspronkelijke verticale vlak te bepalen , 
faehoeilt men slechts uit het punt , waar de gevondene horizontale door- 
gang de eerste as van projectie snijdt, eene loodlijn op G''D^' te trek- 
ken , dan zal deze de begeerde wezen. 

$ 109. Het is klaar, dat de opgegevene constructien geene verande- 
ring ziillen ondergaan, wanneer het gegeven punt in de gegevene lij» 
gelegen is, en dat men dus ook het werkstuk Heeft leeren oplossen : 
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door een gegecen punt in eene gegetrene lijn een tflak te brengen ^ Jai lood- 
regt staat op die lijn, 

§ 110. Werkstuk. Door een gegeten puni eene looHijn op eene g»gm»eÊê 
lijn te trekken. 

Brengt men door het gegeven punt een vlak, loodregt op de gegeventi 
lijn , en zoekt men het snijpunt van deze lijn met dat vlak^, dan zal da 
lijn , die dit snijpunt met het gegeven punt vereenigt , de begeerde weaen • 

Is, b. V., (F, F') (fig. 59) het gegeven punt, en (Cl/, Ciy) de 




Vereenigt men nu de punten (F, F') en (F, FO, dan zal (FF',F'F^ 
de begeerde lijn wezen. 

$ 111. Men kan de constructie van dit werkstiïk ook volgens $ 108 
inrigten; alsdan zal (fig. 58) g'^g'' het vlak zijn, dat door het gegeven 
punt (F, F') gaat, en loodregt staat op de gegevene lijn (CIX, (7'iy'), 
terwijl (7, q") het punt is, waar de lijn (CIT, (71^) het vlak g^g^ 
snijdt; vereenigt men dus de punten (F, p") en (^^ q'') , dan zal (Fy, p'V) 
de begeerde lijn wezen. 

§ 112. Moest men den afstand bepalen van een gegeven punt (F, F') 
tot eene gegevene lijn (CEK , O'jy) , dan zou men in fig. 59 , volgens 
§ 57 den at*stand moeten construeren van de punten (F, F') en (F, F'), 
en in fig. 58 den afstand van de punten (F, p^') en (^^ q'Q. 

§ 113. Het vraagstuk, om uit een gegeven punt in eene gegevene 
lijn , eene loodlijn op deze lijn op te rigten , is geheel onbepaald ; want 
brengt men door het gegeven punt een vlak loodregt op de^ gegevene lijn 
($ 109), dan zal elke lijn, die men (§ 81) in dit vlak construeert, 
mits door het gegeven punt gaande, aan het begeerde voldoen. 

$ 114. Werkstuk. Een vlak te construeren , dat door drie gegevene 
punten gaat. 

Vereenigt men een der gegevene punten met de beide overige, dan 
verkrijgt men twee lijnen, die in het gevraagde vlak moeten liggen; 
zoekt men nu de punten, waar elk dezer lijnen het horizontale vlak 
snijdt, dan bepalen deze twee punten den horizontalen doorgang van 
het gevraagde vlak. Even zoo kan deszelfs verticale doorgang gevonden 
worden, door de punten te bepalen, waar elk dezer lijnen het verticale 
vlak snijdt. 

Heeft men echter een' der doorgangen van het gevraagde vlak ge- 
vonden, dan zal men nog slechts een punt van den anderen behoeven 
te construeren; want het punt, waarin de gevondene doorgang de as 
van projectie snijdt, is ook een punt van den anderen doorgang, en is 
de gevondene doorgang evenwijdig aan de as van projectie,. dan zal ook 
de andere doorgang zulks moeten wezen^ 

Zijn, b. V., (A', A''), (B', B'0 en (C, C") (fig. 60) de drie gege- 
vene punten, dan zullen de lijnen (AB',»A"B") en (B'C, WQ") in 
het gevraagde vlak moeten liggen. Volgens $ 56 zijn nu Df en £' de 
punten , waarin deze lijnen het horizontale vlak ontmoeten ; derhalve 
18 de lijn FI/IE/ de horizontale doorgang van het gevraagde vlak, en 
het punt F, waar deze doorgang de as snijdt, een punt van den ver- 
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ticalen doorgang. Daar verder (§ 56) G" hel punt is, waar de lijn 
(B^C, B^Cy) het verticale vlak snijdt, zoo is hG'' de verticale doorgang 
des gevraagdien vlaks. 

S lltf. Tiel het punt, vraar de geconstrueerde horizontale doorgang 
de as snijdt, huiten de teekening, dan zou men, om den verticalen 
doorgang te vinden , de punten moeten bepalen , waar twee der drie 
lijnen y die men weet, dat in het gevraagde vlak moeten liggen, het 
verticale vlak snijden; de lijn, gaande door deze twee punten, zou alsdan 
de rigting van den verticalen doorgang aanwijzen. 

Mogt daarenboven slechts één dezer snijpunten binnen de teekening 
vallen , dan kan men op de volgende wijze handelen , om de rigting 
van den verticalen doorgang te bepalen. 

Is, b. V. , IKE' (fig. 61) de horizontale doorgang van eenig vlak, 
gaande door drie gegevene punten, en valt het punt, waar dese door- 
gang de as snijdt, buiten de teekening; is voorts G" het punt, waar 
eene der drie lijnen, die men weet, dat in het gevraagde vlak moeten 
liggen , het verticale vlak snijdt , en vallen de snijpunten der beide 
andere lijnen met het verticale vlak , ook buiten de teekening , dan 
trekke men uit C eene willekeurige lijn Q^'ü , die IKË' in I' snijdt, 
en uit een willekeurig punt K' van IXE', eene -lijn K'X ^ evenwijdig 
aan C/l'^ construeert men nu het punt M'' zoodanig, dat VH : HG" =z 
S/Z : XM'' is , dan zal G^M'' de begeerde rigting van den verticalen 
doorgang wezen. 

S 116. Moet men een vlak brengen door twee lijnen, die elkander 
snijden , of die evenwijdig zijn , dan behoeft men alleen te zoeken , in 
welke punten deze lijnen de vlakken van projectie ontmoeten. Deze 
punten zullen dan de doorgangen van het gevraagde vlak bepalen. 

S 117. Het geval, dat men een vlak moet construeren, gaande door 

een gegeven punt en eene gegevene lijn , wordt tot dat van de vorige $ 

temggebragt, door het gegeven punt met een willekeurig punt der ge- 

' gevene lijn te vereenigen ; want dan verkrijgt men twee lijnen , die 

elkander snijden , vraardoor het gevraagde vlak moet gebragt worden. 

S 118. Werkstuk. Den hoek te construeren y welke twee gegevene f lakken 
mei dkander maken. 

De hoek, welken twee vlakken met elkander maken, wordt gemeten 
door den hoek van twee lijnen , die uit eenig punt van de gemeene 
doorsnede loodregt op dezelve in deze twee vlakken getrokken worden, 
en welke dus een vlak bepalen , dat loodregt b op die gemeene doorsnede. 

Construeert men alzoo de doorsnede der twee gegevene vlakken (§ 73) , 
brengt men door een willekeurig punt dezer doorsnede een vlak loodregt 
op dezelve (§ 109) , bepaalt men vervolgens de lijnen , volgoos welke 
dit vlak elk der gegevene vlakken snijdt ($ 73) , en eindelijk den hoek , 
dien deze twee lijnen met elkander maken (J 72), dan zal deze hoek 
de begeerde wezen. 

§ 119. Ofschoon in de vorige § in het algemeen de weg is aange- 
wezen , dien men volgen kan , en hierdoor het werkstuk tot de oplossing 
van vorige werkstukken is temggebragt, kan men echter veel lijuen in 
de constructie uitwinnen, door op de volgende wijze te werk te gaan. 
Laat B^'^TD' en ^"ED* (fig. 62) de twee gegevene vlakken zijn , dan 
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is (§ 73) Biy de horizoutale projectie van denelyer gemeene düonnede ; 
Irekt. men nn uit een willekeurig punt F' dezer projectie, «ene lijn 
H'FT loodregt op dezelve, dan is deze lijn (§ 46) de horicontale door» ^ 
gang van een vlak, dat loodregt staat op de gemeene doorsnede der 
gegevene vlakken. Dit vlok snijdt de doorgangen CD' en JSÏf in twes - 
punten H' en I'; het snijdt de vlakken zelven volgens twee l^neoi, 
welke met HT eenen driehoek vormen , waarin de hoek , tegen over 
de zijde HT, de begeerde is, en het snijdt het projecterend vlakiB'^i^iy 
der gemeene doorsnede volgens eene lijn , die door den top G des drie* 
hoeks en door het punt F gaat. Daar nu I'F' loodregt is op het vlak 
W*JSjy, moet I'F' ook loodregt wezen op dese doorsnede GF'; deze door- 
snede GF' moet alzoo de hoogte van bovengenoemden driehoek zijn. 
Laat men nu het vlak dezes driehoeks om deszelfe basis H!V omwen- 
telen, ten einde hetzelve op het horizontale vlak van projectie neder 
te slaan , dan zal de hoogte dezes driehoeks , of wel de doorsnede van 
het loodregte vlak met het vlak B'^Bjy , altijd loodrpgt op H.'l' bUjven , 
en de top des driehoeks zal dus komen te liggen in eenig punt .van jde 
lijn Bjy , zoodra het vlak des driehoeks op het- horizontale vlak is 
nedergekomen. Er blijft derhalve thans nog alleen over , deze hoekte 
des driehoeks te bepalen, dat is, de lengte der loodlijn, die uit het 
punt F' op de doorsnede der twee vlakken valt. Deze loodlijn ligt in 
het projecterend vlak 'B"B\y der gemeene doorsnede ; laat men nu dit 
vlak om de verticale lijn B"^ om wen telen, ten einde -hetzelve op het 
verticale vlak van projeetie neder te slaan, dan zal, als men BdsszBjy 
en BF=BV^ neemt, de lijn B''^ de lengte voorstellen van dat gedeelte 
der gemeene doorsnede, hetwelk tusschen de beide vlakken van projectie 
begrepen is, en laat men uit het punt F op deze lijn Wdy de loodlijn 
FG vallen, dan is IG de begeerde hoogte des driehoeks. Neemt men 
dus F^G^ =/G, en voltooit men den driehoek H'G'I', dan zal G' de hoek 
zijn , welke door de beide gegevene vlakken gevormd wordt. 

$ 120. Het kan gebeuren, dat in de opgegevene constructie (fig. 62) 
de lijn, die uit F' loodregt op de horizontale projectie der gemeene 
doorsnede getrokken wordt, evenwijdig loopt aan een' der horizontale 
doorgangen, b. v. aan D'E; in dat. geval zal men, ter bepaling van 
den begeerden hoek, na het punt G' geconstrueerd te hebben , uit G' 
eene lijn evenwijdig aan D'jS moeten trekken. 

Verder zij nog opgemerkt, dat men de hoogte des driehoeks, waarin 
de standhoek begrepen is, ook kan vinden, door de gemeene doorsnede 
(J9]y, "B'^D) der twee vlakken om derzelver horizontale projectie Biy neder 
te slaan, en dan uit F' eene loodlijn op de nedergeslagene gemeene 
doorsnede te trekken. 

{ 121. Om den hoek te bepalen, dien twee vlakken, waarvan de 
horizontale of de verticale doorgangen evenwijdig zijn , met elkander 
maken, kan men op dezelfde wijze handelen, als in § 119 verklaard 
is; het is echter alsdan niet noodig, de hoogte te construeren van den 
driehoek, waarin de begeerde hoek gdegen is. 

Zijn, b. V., B'TL' en B"ifK' (fig. 63) de twee gegerene vlakken waar- 
van de horizontale doorgangen CJJ en E¥J evenwijdig zijn, dan is de 
gemeene doorsnede dezer vlakken (J 48) evenwijdig aan liet horizoutale 
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vUk, en dus 2al het vlak , dat loodregt op deze doorsnede gebragt wordt, ook 
loodregt zijn op. het horizontale ylak. De hoogte van den driehoek, die 
den begeerden standhoek bevat, zal alzoo gelijlc wezen aan den afstand, 
tien elk punt van de gemeene doorsnede der vlakken tot het horizontale 
vlak heei't, dat is, gelijk aaa B"J?. Tnkt men dus nit een willekeurig 
pont F' van de horizon lale projectie MI/ der gêmeene doorsnede eene 
loodlijn BfF*V op dezelve, en maakt men T'G'=zW£, dan zal, als 
oen de lijnen H'G' en G^I' trekt, C de begeerde hoek wezen. 

J 122. Loopen de doorgangen van twee vlakken evenwijdig aan de 
«1 van projectie, dan zal ($ 50), zoo de vlakken elkander snijden, ook 
de gemeene doonnede dezer vlakken evenwijdig zijn aan de as van 
{nojectie. Om in mik geval den hoek te bepalen, dien de twee vlakken 
met elkander maken, brengt men door een willekeurig punt vai) de 
IS een vlak loodregt op dezelve, en slaat dit vlak om een .nijner door- 
pngen neder op bet overeenkomstige vlak van projectie, .te;n einde de 
doonnedeii te vinden van dit standvlak met de twee gegeveine ylakken* De 
hoek , waaronder deze lijnen elkander snijden , zal alsdan de b^eerde wezen . 
Zoo 13, b. ▼., WIA! (fig. 41 en 42) de hoek, volg^eq^ welked. de 
vlakken H'H', H"H" en TI', TT' elkander snijden. . 

S 123^. Men kan ook den hoek van twee gegevene vlakken bepalen, 
door uit een vnUekeurig punt eene loodlijn op elk dezer vlakken neder 
te laten (§ 46), en den hoek te construeren, waaronder deze twee 
loodlijnen elkander snijden (§ 72); deze hoek, of wel deszelfs supple- 
ment, zal alsdan de begeerde wezen. 

$ 124. Werkstuk. Door eene gegepene lijn in een gegeven (flak een an- 
der pUk te Irengen, iet met het gegeven vlak eenen gegevenen koek maakt. 
Construeert men een vl&k, dat loodregt staat op de gegevene lijn, 
en door een willekeurig punt van dezelve gaat, dan zal de doorsnede 
van dit vlak met het gegeven vlak een der beenen van den gegevenen 
itandhoek zijn, terwijl het andere been gevonden wordt, door in het 
loodregte vlak, uit het in de gegevene lijn aangenomen punt, eene 
l^n te trekken, welke met genoemde doorsnede eenen hoek maakt, 
die gelijk is aan den gegevenen hoek. Brengt men nu een vlak .door 
doe laatste lijn en de gegevene, dan zal dit het gevraagde vlak zijn. 

Om in het loodregte vlak zulk eene lijn, als boven gezegd is, te constru- 
eren, moet men dit loodregte vlak , om een' van deszelfs doorgangen , o^ het 
overeenkomstige vlak van projectie, b.v. op het horizontale, nederslaan, en 
bepalen (§ 92) , waar het in de gegevene lijn aangenomen punt, en nog 
een ander punt uit de gevondene doorsnede, alsdan koipen te vallen ; deze 
twee punten vereenigd zijnde, zal de gevondene doorsnede zich met het lood- 
regte vlak op het honzoniale vlak bevinden. Heeft men nu in het 
horizontale vlak, uit het in de gegevene lijn aangenomen punt, eene 
Ujn getrokken, die met gezegde doorsnede den gegeven' hoek maakt, 
dan zal men ($ 95) moeten bepalen, waar de projectiën vau een der 
punten dezer lijn komen te liggen, wanneer het loodregte vlak weder 
opgeslagen, en tot deszelfs aanvankelijken stand teruggebragt wordt. 
De projectiën van dit punt alsdan met die van het aangenomen punt 
vereenigende, zal men de lijn in de ruimte verkrijgen, die met dr 
gegevene lijn het gevraagde vlak bepaalt. 



S 127. 44 



§ 125. Men kan echter de oplossing van het voorgaande werkstuk s' 
gemakkelijk omkeeren, ten einde die op het tegenwoordige toe tepaAen. "^ 
In fig. 62 namelijk is B'^üD" een vlak, gaande door de lijn (^£K , BTJ)), i. 
die in het vlak WCI/ ligt, en makende met dit vlak den hoek H'GOf. - 
Is nu het vlok WCiY, met eene lijn (JfL/, WD) in hetzelve, geg»- - 
ven, en moet men een vlak bepalen, dat door déze lijn gaat en met ^ 
het gegeven vlak eenen gegevenen hoek H'GTI' maakt, dan merke 
men op, dat de punten 1/ en B'', waar de gegevene lijn het horixon- 
tale en verticale vlak snijdt, noodzakelijk punten moeten wezen vbb 
den horizontalen en verticalen doorgang des gevraagden vlaks, en dat 
men dus nog slechts één punt van een* der doorgangen behoeft te 
construeren. Trekt men daartoe door eenig willekeurig punt I*'' Tan 
de horizontale projectie der gegevene lijn, eene lijn F'H' loodregt cm 
dezelve, construeert men verder de lijn /G, en daardoor het punt 0% 
en beschrijft men uit & op H'G' den gegevenen hoek H'OHL', dan zal 
het snijpunt V, van de lijn d' met de lijn F'H', het begeerde punt 
van den horizontalen doorgang des gevraagden vlaks wezen. 

Yereenigt men dus de punten jy en I', dan zal ly^ de horizontale, 
en gevol gelijk WE de verticale doorgang zijn van het gevraagde vlak. 

J 126. Gebeurt het in deze constructie, dat de lijn &V evenwijdig 
komt te loopen met H'F' , dan zal men uit het punt 1/ eene lijn even- 
wijdig met H'F' moeten trekken, en het punt, waar deze de as snijdt, 
met B'' moeten vereenigen. 

Dewijl men den gegevenen hoek ook aan den anderen kant van W& 
kan uitzeileu, zoo zal. men, als de gegevene hoek niet regt is, altijd 
twee vlakken vinden, die aan de vraag beantwoorden. 

§ 127. Werkstuk. J)oor eene gegetfene lijn een tflak te Srenge», déU 
met het horizontale vlak eenen feget>enen hoek maakt. 

Laat WBW (fig. 64) het gevraagde vlak zijn, dan is het klaar, dat 
de horizontale doorgang van dit vlak door het punt W moet gaan, waar 
de gegevene lijn D£' het horizontale vlak ontmoet. Onderstelt men nu, 
dat door eenig punt D van de gegevene lijn een vlak DF'I/ gebragt 
wordt, dat loodregt staat op den horizontalen doorgang JSB', dan zullen 
de lijnen DF, F'IX en Dl/, volgens welke dit vlak het gevraagde vlak, 
het horizontale vlak en het projecterend vlak van de gegevene lijn 
snijdt, eenen regthoekigen driehoek DF'!/ vormen, waarin men de 
zijde Diy en den hoek DF'iy kent , en welke driehoek dus geconstrueerd 
kan worden; hierdoor zal de lijn IXF^ bekend worden. Omdat nu het 
vlak DF'IX loodregt staat op BW, zal driehoek D^FE' regthoekig zijn in 
F'; construeert men dezen driehoek, waarin men de hypothenusa I/Ë^ 
en de regthoekszijde IKF' kent, dan zal daardoor het punt F' bekend wor- 
den. De horizontale doorgang BW van het vlak, door de punten £/ en F' 
bepdbld zijnde, zal men den verticalen doorgang kunnen vinden, door te 
bepalen, waar de gegevene lijn het verticale vlak ontmoet, en dit ont- 
moetingspunt met B te vereenigen. Of wel, men trekke door een wille- 
keurig punt D van de gegevene lijn, eene lijn evenwijdig aan den ge- 
vondenen horizontalen doorgang , dan zal deze lijn in het gevraagde vlak 
moeten liggen, en het punt, waar zij het verticale vlak ontmoet, met 
B vereenigd zijnde, zal insgelijks den verticalen doorgang aanwijzen. 
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k Is absoo (IXEf, D^JÏ) (fig. 65) de gegevene lijn, en B de hoek, dien 
1 liet gevraagde yIaIe , gaande door deze lijn , met het horizontale vlak 
.^ moet maken, dan is É% waar de lijn (§ 56) het horizontale vlak ont- 
. \ moet , een pnnt van den horizontalen doorgang des begeerden vlaks. 
Om nu nog een pnnt van denzelven te vinden , neemt men in de 
gegevene lijn een willekeurig pvmt (JY , jy) aan, en construeert den 
ngtboekigen driehoek DDF , waarin DD = DU^ en hoek DDF 
= 90* — B = A is ; vervolgens beschrijft men op D^' als middellijn 
«enen cirkel , en neemt dacurin de koorde DF = D^ , dan zal F' ook 
een pnnt van den horizontalen doorgang wezen. Vereenigt men dus 
de punten £' en F' , dan zal G& de horizontale , en daar de gegevene 
VfL het verticale vlak in H'^ snijdt , zal GG'^ de verticale doorgang des 
gevraagden vlaks zijn. 

$ 128. Wanneer het vlak W£W' (6g. 64) om de lijn DE' omwen- 
tdt , zal het. klaarblijkelijk (tenzij de gegevene hoek regt ware) eens 
in snik een' stand komen , dat het , altijd door de lijn D£' gaande , 
veder denzelfden hoek DFD' maakt met het horizontale vlak. Er 
moeten dus twee vlakken bestaan , die aan de vraag voldoen , en waar- 
van de horizontale doorgangen beide door E' gaan. Dit tweede vlak 
al geconstrueerd worden , door in den cirkel , op lyE' (fig. 65) be- 
Khreven, de koorde jyP=ziy¥ , aan de andere zijde van IKE', uit te 
letten, en vervolgens E' met f , en ^ met H'' te vereenigen, waardoor 
men deszelfs horizontalen doorgang ^g' en deszelfs verticalen doorgang 
g^ zal bekomen. 

S 129. Uit de beschouwing van fig. 64, en de constructie van fig. 65 
Uijkt , dat , zal de oplossing mogelijk zijn , de gegevene standhoek 
altijd grooter moet wezen , dan de hoek , dien de gegevene lijn met 
het horizontale vlak maakt , en dat men slechts één vlak zal bekomen , 
wanneer die hoeken even groot zijn. 

Staat dus de gegevene lijn loodregt op het horizontale vlak, en is 
^ gegevene hoek niet regt, dan is het werkstuk onmogelijk; is echter 
de 'g^evene lijn loodregt op het horizontale vlak, en de gegevene 
hoek regt, dan is het werkstuk onbepaald; want elk vlak, door deze 
lijn gaande, zal alsdan aan hetzelve beantwoorden. 

$ 130. De oplossing van het werkstuk, om door eene gegevene lijn 
een vlak te brengen, dat met een gegeven vlak eenen gegevenen hoek 
maakt , kan , door toepassing van hetgeen in '$ 101 geleerd is , tot de 
Gfploesing van het tegenwoordige worden teruggebragt. Neemt men 
namelijk het gegeven vlak als een nieuw projectievlak aan , waarop 
men de gegevene lijn projecteert, en slaat men het gegeven vlak, met 
die nieuwe projectie der gegevene lijn, om den horizontalen doorgang 
neder op het horizontale vlak, dan zal men een vlak moeten construe- 
ren , gaande door eene gegevene lijn , en makende eenen gegevenen 
hdek met het horizontale vlak. Heeft men dus , volgens § 127 , dit 
vlak geconstrueerd , dan zal men slechts moeten bepalen , wat deszelfs 
doorgangen zijn met de eerste projecUevlakken. 

De punten. Waarin de gegevene lijn de beide vlakken van projectie 
ontmoet , zullen klaarblijkelijk punten zijn van de doorgangen des ge- 
vraagden vlaks, zoodat er nog slechts één punt van een' der doorgangen 
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van hetzelve behoeft bepaald te worden. Om verder de gegevene lijn 
op het gegeven vlak te projecteren , moet men (§ 103) de projectlën 
van twee punten dezer lijn op hetzelve bepalen , en deze projectiè'n met 
elkander vereenigen. Hiertoe kan men gemakshalve aannemen de punten, 
waar de gegevene lijn het verticale vlak en- het gegeven vlak ont- 
moet. Heeft men nu de lijn in het gegeven vlak bepaald , waardoor het 
gevraagde vlak moet gebragt worden , dan zal het punt , waar deze Ign 
den horizontalen doorgang van het gegeven vlak snijdt, het gezochte 
punt zijn 'van den horizontalen doorgang des gevraagden vlaks. 

Daar er twee lijnen in het gegeven vlak kannen geconstrueerd wor- 
den, waardoor het gevraagde vlak moei: gaan, zoo zullen ook hier in 
het algemeen twee vlakken bestaan ) die aan de vraag voldoen. Verder 
gelden hier dezelfde aanmerkingen , als in § 129 gemaakt zijn. De 
gegeven standhoek namelijk, moet, zal dè oplossing mogelijk zijn, altijd 
grooter wezen, dan de hoek, dien de gqgevene lijn met het gegevene 
vlak maakt, en men zal slechts één vlak bekomen, wanneer die hoeken 
even groot zijn ; is dus de gegevene lijn loodr^t op het gegevene vlak , en 
is de gegevene hoek niet regt , dan is het werkstuk onmogelijk ; is echter 
de gegevene lijn loodregt op het gegeven vlak, en de gegevene hóeÜ 
regt, dan is het werkstuk onbepaald; want elk vlak, dat door deze lijn 
gebragt wordt, zal alsdan aan hetzelve beantwoorden. 

§ 131. Webkstuk. Den kortsten i^fatand te iepalen tmn twee lijnen, weUte 
elkander kruisen. 

Laat AB en GD (fig. 66) de twee gegevene lijnen zijn; trekt men 
dan uit éeh willekenrig punt E van de lijn GD, eene lijn £F, evèn- 
vnjdig aan AB, en brengt men door de lijnen GD en ÈF een vlak, 
dan zal AB evenwijdig zijn aan dit vlak; de loodlijn 6H, die uit eenig 
punt G van de lijn AB op dit vlak wordt nedergelaten , zal derhalve 
de gevraagde kortste afstand der gegevene lijnen wezen. Wil mén echter 
de punten in beide lijnen bepalen, waarin deze' kortste afstand welrkelijk 
plaats vindt, dan trekke men uit den voet H der loodlijn 6H, eene 
lijn Hl, evenwijdig met AB, en uit het punt K, waar deze lijn de 
lijn GD snijdt, eene lijn KL, evenwijdig met OH, snijdende de lijn 
AB in het punt L, dan is KL=rGH, ha löodrégt op de gegevene 
lijnen AB en GD, dus zijn-K en L de begeefrde punten. 

Al de hier opgegevene tonstructiën kunnen tiu door middel van de 
voorgaande werkstukken worden uitgevoerd. 

Zijn, b. V., (AW, A*^") en (G'D', C^iy') (fig. 67) de twee gegevene 
lijnen, dan is: 

(ET^ E"FO eene Ujn, die (§ 37) uit het punt (E', E'') van de lijn 
(G'D^, G"D^) evenwijdig is getrokken aaH de lijn (ATB', A"B"); 

FPF' het vlak , dat door de lijnen (G'D', C"D") en (E'F, E"F') gebragt 
is (S 116), en waaraan dus de lijn (A'B', A'^B") evenwijdig loopt; 

(G'R', G^S'') de lijn, die uit het punt (G', &') van de Ujn 
(AnB'', A'^'O loodregt op het vlak FPF' getrokken is (§ 46); 

(H', H^') het punt, waar deze loodlijn het vlak F/'F' ontmoet 

(S M); 

(G^', G^") is dan eindelijk de gevraagde kortste afstand, en men 
'kaït desséelfs lengte construeren volgens § 57. 
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Verder is, tm de punten in beide lijnen te bepalen, waarin deze 
kortste afstand werkelijk plaats vindt: 

(ÏTK', BflSJ^ eene lijn, die (§ 37) uit het punt (H', H'^ van de 
Iqn (GH', G"H^ evenwijdig is getrokken aan de lijn (A'S', A'^"), 
en die de lijn (d/, CTÉ^ in het pont (&', K") snijdt; 

(&a/, VI/0 eene Ujn, die ($ 37) uit het punt (K^ &'0 «▼«n- 
w^dig is getrokken aan de l^n (G'Ü^G^H'O, en die de lijn (A^B^A^B'') 
in het punt (I/, L") snijdt. 

(K', K'Q en (I/, U^) zijn alzoo de begeerde punten in de gegevene 
lijnen, en dus is ook (K'I/, KfU') de gevraagde kortste a&tand, 
waarvan men de' lengte volgens $ 57 kan construeren. 

J 132. Wanneer eene der gegevene lijnen loodregt staat op een der 
fvojectie^akken , dan wordt de constructie ner eenvoudig. 

ZiJB, b. ▼., (A% ^A") en (WO, B"C^ (fig. 68) twee fegevene 
Ifnea, waarvan de eerste loodregt staat op het horizontale vlak, dan 
hoet de kortste afstand dezer lijnen evenwijdig zijn aan het horizontale 
<llak, en dus gelnk wezen aan zijne horizontale projectie (§ 3S). Daar 
ta alle lijnen, die uit A' naar een der punten van' B'G' getrokken 
«orden, horizontale projectièn zijn van lijnen, die twee punten der 
fegevene lijnen vereenigen, zoo zal de kortste lijn, die uit A' naar 
ff(j kan getrokken worden, dat is, de loodlijn AÏV, die uit A^ op 
VG valt, de horiaontale projectie, en 'tevens de lengte van den ge- 
ihaagdett kortsten afstand zijn. Het punt van de lijn (B'C, B^C^, 
taarin de kortste afstand plaats vindt, heeft IX tot horizontale, en 
das jy' tot verticale projectie; daar verder de lijn, waarvan Aiy de, 
Itfrizontaie projectie is, evenwijdig moet loopen aan het horizontale 
ütky en Tr een punt van derzelver verticale projectie is, zal men 
doB verticale projectie vinden, door ($ 32) uit !>' eene lijn jy'a!' 
«venwijdig aan de as van projectie te trekken. (A', a'^ is dus het 
pont van de lijn (A', JAf^, waarin de kortste afstand plaats vindt. 
• S 183. Het algemeene geval, dat in $ 131 behandeld is, kan altijd 
lot het bijzondere geval van de vorige $ worden teruggebragt, door 
een vlak te construeren, dat loodregt staat op een der gegevene lijnen , 
en dit als een nieuw vlak van projectie aan te nemen. Heeft men jop 
dit vlak, en op een ander, dat hetzelve loodregt doorsnijdt, de gege- 
vene lijnen geprojecteerd ($ 108) , dan kan men de constructie van J 132 
uitvoeren, en vervolgens de gevondene punten tot de eerste vlakken van 
projectie terugbrengen. De constractie zal hierdoor echter in de meeste 
gefallen niet minder zamengesteld worden, dan die van § 181. 
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% 134. In eenen drievlakkigen hoek komen voornamelijk zes dingen / 
in aanaerking, namelijk de drie vlakke hoeken of zijvlakken en de dbriè 1 
standhoeken der tweevlakkige hoeken, die de zijvlakken met elkander maken* '■■^ 
Wanneer men drie dezer zes dingen kent, zal men de drie overige kunnea i,-^ 
construeren. Nu kunnen er gegeven zijn : 1°. de drie zijvlakken; 2°. twM >- 
zijvlakken met een' ingesloten' standhoek; 3®. twee zijvlakken met eea* { 
standhoek over een dezer zijvlakken; 4*'. de drie standhoeken; 5^. een » 
zijvlak met de twee aanliggende standhoeken; 6°. twee standhoeken t 
met een zijvlak over een' dezer standhqeken; en in elk dezer zes go>^ ? 
vallen kan men begeeren, de drie overige dingen te vinden. 

§ 135,r Beschouwt men den top van eenen drievlakkigen hoek ab . 
het middelpunt van eenigen bol, dan zullen de doorsneden der zijvlakken, 
met het oppervlak dezes bols, bogen van groote cirkels zijn, die elkaor 
der snijden in de punten, waar de ribben van den drievlakkigen hoek -^ 
door het oppervlak des bols gaan. Deze doorsneden zullen derhalve tf 
eenen bolvormigen driehoek vormen, waarvan de zijden overeenkomen ;!! 
met de zijvlakken des drievlakkigen hoeks, en waarvan de hoekoi ' 
overeenkomen met de standhoeken dezer zijvlakken. Heeft men dus L 
eenen drievlakkigen hoek in de bovenopg^evene gevallen geconstrueerd , < ^ 
dan zal' men ook de drie overige *dingen van den overeenkomstigen - 
bolvormigen driehoek gevonden hebben, wanneer gegeven zijn: 1<>. de ^ 
drie zijden; 2°. twee zijden met een' ingesloten' hocJc; 3°. twee zijden \ 
met een' hoek over eene dezer zijden; 4<*. de drie hoeken; 5°. eene i, 
zijde met de twee aanliggende hoeken ; 6<^. twee hoeken met eene zijde 
over een' dezer hoeken. 

^ 136. Wanneer men uit eenig punt van de gemeene doorsnede van 
twee vlakken, loodlijnen buitenwaarts op deze vlakken oprigt, dan laat 
zich gemakkelijk bewijzen, dat de hoek, dien deze loodlijnen te zamen 
maken, het supplement zal wezen van den standhoek dezer beide vlak- 
ken. Is nu TAJBG (fig. 69) een drievlakkige hoek, en trekt men uit 
T de lijnen TA', TB' en 'TC', die buitenwaarts loodregt op de drie 
zijvlakken staan, dan zal de hoek A'TB', dien de lijnen TA' en TB' 
maken. Het supplement zijn van den standhoek der vlakken TBC en 
-TAG, waarop dezq lijnen loodregt staan. Even zoo zal hoek B'TG' het 
supplement wezen van den standhoek der vlakken TAG en TAB, en 
ho!^ G'TA' het supplement van den standhoek der vlakken TAB 
en TBG. 
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il dan d« lijn TA, als loodregt staande op de lijnen TB^ 
k loodregt wezen op het vlak TWC; de lijn TB, als lood- 

op de lijnen TG' en TA% zal loodregt weran op het vlak 
de lijn TC, als loodregt staande op de lijnen TA' en TB^, 
wezen op het vlak TA'B^ De hoek ATB zal dus weder 
lent zijn van den standhoek der vlakken TWO en TA'G'; 
'C zal het supplement zijn van den standhoek der vlakken 
A^B' , en de hoek GTA het supplement van' den standhoek 
TA'B' en TB'C'. 
it hetgeen in de vorige § is aangetoond, hlijkt, dat de 

TB' en TC de ribben zullen wezen van eenen anderen 
1 hoek TA'B'G' , waarin de vlakke hoeken de supplementen 

standhoeken des drievlakkigen hoeks TABC, en waarin 
een de supplementen zijn van de zijvlakken des drievlak- 
TABC. Het is hierom , dat de drievlakkige hoeken TABC 
elkanders supplementaire driefhkkige hoeken genoemd worden» 
ilzoo de supplementaire drievlakkige hoek van TABC, en 
! supplementaire drievlakkige hoek van TA'B'C 
schouwt men het punt T als het middelpunt van eenigen 
len de doorsneden der zijvlakken van de drievlakkige hoek^i 
A'B'G' met het oppervlak dezes bols, twee bolvormige drie- 
! en A'B'C' vormen , waarin de zijden a', 1/ jsn </ des twee- 
lementen zullen wezen van de hoeken A, B en C des 
vaarin de hoeken A' , B' en C des tweeden de supplementen 
van de zijden a, b en c des eersten. Deze bolvormige 
^BC en k!WCt worden elkanders pooldriehoeken genoemd, 
>ekpunten A, B en C des eenten, de polen xijn van de 

en (/ des tweeden, en de hoekpunten A', B' en G' des 

polen zijn van de zijden a, b en o des eersten, 
ïwijl nu elke drievlakkige hoek zijnen supplemttitairen drie- 
)ek , en dus ook elke bolvormige driehoek zijnen pooldriehoek 
1 de zes werkstukken, die bij eenen drievlakkigen hoek 
bij eenen bolvormigen driehoek (§ 135) icnnnen iAx>rko- 
lechts tot drie verschillende bepalen. Weet men , b. v. , 
drie standhoeken moet construeren , wanneer de drie vlakke 
eenen drievlakkigen hoek gegeven zijn , dan zal men ook 
nen de vlakke hoeken moet construeren, wanneer de stand-. 
ven zijn; want neemt men de supplementen van de gege- 
teken als de zijvlakken van eenen drievlakkigen hoek aan, 
rt men de standhoeken van dezen laatsten, dan zullen de 
1 van deze standhoeken de begeerde vlakke faodcen wezen. 

het vierde geval (§ 134) tot het eerste kunnen temgbren* 
)o zal men het vijfde geval tot het tweede, en het zesde tot 
innen herleiden. 
^ERKSTUK. Be drie %iji>lakken can eenen drieplakkige» koek ge^ 

de standhoeken der zijvlakken te construeren, 
iC (fig. 70) de drievlakkige hoek wezen, waarin* de vlakke 
L, ATC en BTG gegeven zijn, en waarvan men de stand- 
bepalen. Verbeeldt men zich daartoe, dat door een wille- 

4. 
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keurig punt A van de ribbe TA een vlak HS gebrag^ is, loodregt op 
die i^be, dan zal dit vlak van den gegevenen drievlakkigen hoes ^ 
eene regthoekige piramide afsnijden, waarin AG en AB loodregt staan >, 
op TA, en dus met elkander den standhoek BAC vormen, dien de ]' 
zijvlakken ATG en ATB met elkander maken. Daar men nu voor ' 
AT eene willekeurige lijn kan aannemen, zoo zal men de regthoekige {^ 
driehoeken ATB en ATG kunnen construeren, waardoor de betrekke- " 
lijke lengten van AB , BT, AG en TG bekend zullen worden. Yerdm' ' 
zal men den driehoek BTG, door middel van de bekende zijden BT \^ 
en TG en den ingesloten' hoek BTG , kunnen construeren , waardoor ' 
dan ook de betrekkelijke lengte van BG bekend zal worden. De be-^ (, 
trekkelijke lengten van de zijden AB, AG en BG van den driehoek-' ], 
ABG alsdan bekend zijnde , kan men eindelijk dezen driehoek , en éaê' ,! 
ook den gevraagden standhoek BAG construeren. Al deze constnictiëa \. 
kunnen nu in een der zijvlakken ATG of ATB worden uitgevoerd. 

Rigt men namelijk uit een willekeurig punt A van de lijn FQ 
'£g. 71) eene loodlijn op; trekt men uit een willekeurig punt T van 
W loodlijn, de lijnen TG en- TB^ zoodanig, dat ATG en ATBf 
gelijk zijn aan de gegevene aanliggende vlakke hoeken; beschrijft men 
verder op TG den driehoek TB'^G , waarin hoek GTB^' gelijk aan den 
gegevenen overstaanden vlakken hoek en TB^' = TB^ is, en eindelijk op 
de lijn AG den driehoek AGB, waarin AB=:AB' en GB = GB'^ is/ 
dan zal BAC de standhoek wezen, dien de zijvlakken ATG en ATH 
met elkander maken. 

§ 141. Vergelijkt men de constructie-figuur 71 met de perspectivisch» 
figuur 70, dan is het Idaar, dat als AT in beide figuren even groot- - 
18 , de constructie-figuur 71 de geheele ontwikkeling zed voorsteUen van 
het oppervlak dez piramide TABG van fig. 70 op het zijvlak ATC« 
Verbeeldt men zich namelijk, dat in fig. 70 de zijvlakken ATB, BTC- 
en BAG respectievelijk om de ribben AT, TG en AG wentelen, tot 
dat zij in het vlak ATG zijn nedergekomen , dan zal men fig. 71 
verkrijgen. 

S 142. Laat men door een willekeurig punt van de ribbe TG (fig. 70) een 
v\ak gaan, loodregt op die ribbe, dan zal men van den drievlakkigen 
hoek TABC weder eene regthoekige piramide afsnijden ; ontwikkelt men. 
dezelve op een der zijvlakken , die volgens de ribbe TG aan elkandear 
sluiten, dan zal men, op eene dergelijke wijze als in § 140 handelende, 
daardoor den standhoek vinden tusschen de zijvlakken ATG en BTG, 
Ëvenzoo zal men den standhoek kunnen vinden tusschen de zijvlakken 
ATB en GTB, door een vlak te brengen, loodregt op de ribbe TB, 
en de daardoor ontstane regthoekige piramide op een der zijvlakken , . 
die volgens deze ribbe aan elkander sluiten, te ontwikkelen. 

S 143. Devijl T (fig. 71) het punt is, waar de ribbe TB het vlak 
TAG snijdt, en B het punt, waar deze ribbe het vlak BAG snijdt, 
dat loodregt staat op TAG, zal men de projectie dezer ribbe op het 
vlak TAG verkrijgen, door het punt T te vereenigen met den voet 
B der loodlijn , die uit B op PQ wordt nedergelaten ; terwijl die lood- 
lijn B8 de afstand zal wezen , waarop het punt B zich van het vlak 
TAG bevindt.' Voorts is het klaar, dat AB de projectie is der ribbe 
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I TB op het vlak BAG. Wordt nu BAC als het horizontale vlak aan- 
I genomen, en TAG als het verticale vlak, dat om de as van projectie 
1 FQ in het verlengde van het horizontale vlak is nedevgcslagen, dan 
zal AB de horizontale, en TB de verticale projectie wez(>n van de ribbe 
TB, en deze kan nu weder geprojecteerd worden op elk ander vlak, 
dat loodregt op TAG wordt aangenomen. Door de oplossing van dit 
werkstuk leert men dus ook, om eene ribbe van eenen drievlakkigen 
hoek te projecteren op het overstaande zijvlak, alsmede op een vlak, 
dat loodregt staat op dit zijvlak. 

§ 144. In de meetkunst is bewezen , dat in eiken drievlakkigen hoek , 
4e som van twee der vlakke hoeken grooter is dan de derde, en dat 
^^^ fe 3om der drie vlakke hoeken kleiner is dan vier regte hoeken. Vol- 
^ul Joen dus de drie gegevene vlakke hoeken niet aan deze voorwaarden , 
rtiëKl ^n sullen zij geenen drievlakkigen hoek kunnen vormen. Dit wordt 
I aok door de opgegevene constructie aangetoond ; want zal dezelve slagen , 
^1 fcn moet de som van elke twee der lijnen AC, AB' en B"C grooter 
vul i^Q dan de derde. Hebben deze voorwaarden geen plaats, dan zullen 
^ TKI fl^ ^ gegevene hoeken niet aan de boven opgegevene voorwaarden 
ï^<s| KÜdoen , en dus geenen drievlakkigen hoek kunnen vormen, 
dec g 145. Overeenkomstig het gezegde in % 135, kan men de vlakke 
^sèkoBL van eenen drievlakkigen hoek altijd aanmerken, als gemeten 
lordende door de zijden van eenen bolvormigen driehoek , waarvan de 
kodden overeenkomen met de standhoeken dezer zijvlakken. Men heeft 
ha ook nu het werkstuk leeren oplossen, om de hoeken van eenen 
Uvormigen driehoek te construeren, als deszelfs drie zijden gegeven 
1^. Zijn , b. V. , a , b en c de zijden , en A , B en C de overstaande 
itteken van eenen bolvormigen driehoek ABC (fig. 69), dan zal, als 
Kn in fïg.Tl, B'nrC = a, ATC=ben ATB' = c neemt, de stand- 
koek BAG = A zijn; terwijl de beide andere standhoeken, volgens 
{142 geconstrueerd zijnde, fifl.iipeken B en C zullen aanwijzen. 

In de meetkunst is bewezen , dat de som van elke twee zijden eens 
Uvormigen driehoeks grooter is dan de derde, en dat de som der drie 
oden kleiner is dan de omtrek van eenen grooten cirkel des bols, of 
kleiner dan vier regte hoeken.. Zal dus het werkstuk mogelijk zijn, dan 
soeten de g^evene zijden aan deze beide voorwaarden voldoen, zijnde 
darifde , jüa^ die in de vorige § ten opzigte van eenen drievlakkigen 
\adL sijn opgegeven. 

\ 146. AJs men de kaart van een land wil opnemen , onderstelt men 
pwDonlijky dat de merkwaardigste punten door regte lijnen met elkan- 
der verbonden zijn ; deze lijnpn vormen driehoeken , en het komt er 
dus op aan, deze driehoeken, door middel van eene kleinere schaal, op 
de kaart over te brengen , en dezelve ten opzigte van elkander juist 
«ndanig te rangsdiikken , als diegenen, welke zij voorstellen. De op 
kt terrein te varrigtene werkzaamhedeïi bestaan voornamelijk in het 
meten van de hoeken dezer driehoeken; en ten einde deze hoeken on- 
middellijk op de kaart te kunnen overbrengen, moet elk derzelve in 
em horizontaal vlak gelegen zijn, hetwelk evenwijdig aan dat der 
luürt is. Heeft echter het vlak des hoeks eene helling tot den horizon , 
dan moet niet de hoek-^f, maar zijne horizontale projectie worden 






overgebragty en deze projectie kan altijd gevonden worden, als n 
behalve den hoek-zelven, ook nog de hoeken gemeten heeft, w 
de verticaal, gaande door het hoekpunt, maakt met de beide be< 
dei hoeks. Dit werkstuk , dat bekend is onder den naam van : de 
leiding eens hoeks tot den horiiony kan nu ook door het geleerd< 
§ i40 worden opgelost. 

Is, b. V., HS (fig. 70) het horizontale vlak, BTG de hoek in 
hellende vlak, dien men tot den horizon wil herleiden, en T^ 
verticaal, zoodat ATG en ATB de hoeken zijn, die de verticaal m 
met de beenen TG en TB, dan zijn AG en AB de projectiën c 
beenen op het horizontale vlak, en hoek BAG is de projectie van ] 
BTG op dit vlak. De hoek BTG, herleid tot den horizon, is dus 1 
BAG, en hiervan moet de ware grootte bepaald worden. 

Nu is het klaar, dat in den drievlakkigen hoek TB AG, geg 
zijn de vlakke hoeken BTG, ATG en ATB, en dat BAG de sU 
hoek is, dien de zijvlakken ATG en ATB met elkander maken 
die , tegen over den hoek BTG in het hellende vlak , staat ; constri 
men dus dezen standhoek volgens § 140, dan zal aan het begc 
voldaan wezen, 

S 147. Werkstuk. Fan eenen drievlakkigen hoek twee zij tf lakken 
een* ingesloten* standhoek gegeten zijnde, het derde zijclak en de twee o(*> 
standkoeken te construeren» ' 

Laat een der gegevene zijvlakken ATB' (fig. 71) om de gem 
ribbe AT op het verlengde van het andere gegevene zijvlak ATG 
nedergeslagea ; indien men dan uit een willekeurig punt A vai 
gemeene ribbe AT eene loodlijn BG door deze gemeene ribbe tr 
zullen de lijnen AB' en AG de beenen van den gegevenen stand 
zijn, die bij het in elkander brengen van de gegevene zijvlakkei 
eUcanders verlengde zijn komen te vallen. Maakt men dus hoek ( 
gelijk aan den gegevenen standhoek, dam zal BAG het standvlak i 
stellen, wanneer het om de lijn AG in het Verlengde van het zij 
ATG is nedergeslagen , en neemt men vervolgens AB=:AB', dac 
het punt B de betrekkelijke ligging aanwijzen van het punt B', 
opzigte van de lijn AC, wauneej: het zijvlak ATB' tot zijnen 
tuurlijken stand is teruggebragt; ofwel, de driehoek BAG is de werke 
grootte van de basis der driehoekige piramide, welke door het v 
dat door het punt A loodregt op de gemeene ribbe AT gebragl 
van den drievlakkigen hoek wordt afgesneden. Wanneer men du 
TG eenen driehoek TCB" beschrijft, waarin TB'' = TB' en GB''s= 
is, dan zal dezelve het vierde zijvlak van deze driehoekige piraj 
wezen, en de onbepaalde lijn TB'' zal dus met TG den derden \ 
ken hoek GTB^ van den drievlakkigen hoek vormen. 

De drie vlakke hoeken van den drievlakkigen hoek alzoo bel 
zijnde, zal men de beide overige standhoeken volgens § 140 kui 
construeren. 

De projectie van de ribbe BT op het overstaande zijvlak, kaï 
weder (§ 143) gevonden worden, door T te vereenigen met den 
der loodlijn, die uit B op PQ valt. 

$ 148. Door de oplossing van dit werkstuk zal al het overige 
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eenen bolvormigen driehoek door constructie kunnen bepaald worden, 
Wünneer van denzelyen, twee zij^^n met den ingesloten* hoek gegeren 
sijn , want deze gegevens kunnen beschouwd worden , als twee zijvlakken 
met den ingesloten standhoek te zijn van eenen drievlakkigen hoek. 

§ 149. Webkstck. Van eenen drievlakkigen hoek gegeven ujnde twee 
zijvlakken met een* standhoek over een der zijvlakken y legeert men het iêrde 
%ijtflak y en de overige standhoeken te construeren, 

L<aat BTA en ATG (fig. 72) de twee gegevene zijvlakken zijn, die 
om de gemeene ribbe AT in elkanders verlengde zijn gebragt; trekt 
men dan uit een willekeurig punt B van de ribbe BT eenc lijn BA 
loodregt op dezelve , en maakt men hoek ABA' gelijk aan den gege- 
Venen standhoek , die tegen over het zijvlak ATG staat , dan zal men , 
STC als h(it horizontale vlak aannemende, het vlak, dat door BA 
«n BA' gaat, als het verticale vlak van projectie kunnen beschouwen. 
I>aar alsdan TBP het derde zijvlak des drievlakkigen hoeks is, zal men 
in dit vlak eene lijn moeten bepalen , die met AT den gegevenen hoek 
ATC maakt. Onderstelt men dus, dat deze hoek ATG om het been 
AT omwentelt , tot dat het andere beei^ TG in het vlak TBP komt te 
liggen , dan zal men , daar het punt T reeds in dit vlak gelegen is , 
'nog slechts één pnnt van deze lijn TG behoeven te construeren, wan-, 
Heer zij den gezegden stand heeft aangenomen. 

Trekt men nu AG loodregt op AT , dan is het klaar , dat het punt 
C , gedurende de beweging van den hoek ATG om de lijn AT , eenen 
cirkel zal beschrijven, waarvan AG de straal is, en waarvan het vlak 
loodregt zal staan op AT , en dus ook loodregt op het horizontale vlak. 
Het vlak , waarin deze cirkel ligt , is dus GAA' , en de punten , 
"Waarin deze cirkel het vlak TBP doorsnijdt, met het punt T vereenigd 
sijnde, zullen den begeerden stand van de lijn TG aanwezen. D»e 
'punten moeten echter ook gelegen wezen in de gemeene doorsnede van 
de vlakken GAA' en TBP, viraarvan AG de horizontale, en BP de 
irerticale projectie is ; men zal dus slechts behoeven te bepalen , waar de 
drkel, door het punt G doorloopen, de gemeene doorsnede van de 
vlakken GAA' en TBP snijdt, en deze punten met T moeten vereeni- 
gen. Slaat men nu het vlak GAA', waarin de cirkel en deze gemeene 
doorsnede gelden zijn , om deszelis horizontalen doorgang neder op het 
horisontale vlak, dan zal men, daar de straal AG bij deze beweging 
niet Tan plaats verandert, den nedergeslagen' cirkel verkrijgen, door 
uit A, met AG als straal, eenen cirkel te beschrijven; en daar het 
' vlak GAA', als loodregt staande op het horizontale vlak, tevens het 
projecterend ^lak is van de gemeene doorsnede (AG,BP) , zal men de 
nedergeslagene gemeene doorsnede a d verkrijgen , door volgens § 65 deze 
Iqn om derzelver horizontale projectie neder te slaan op het horisontale 
vlak. De punten Een e. Waarin de gemeene doorsnede ad den cirkel, 
door het punt G doorloopen , snijdt , zijn derhalve de punten , gelegen 
in bet vlak TBP, die, met T vereenigd, den begeeidea ttasd van de 
lijn TG zullen aanwijzen. 

Deze punten Si en e liggen echter met het vlak GAA' nedergeslagen 
op het horizontale vlak; wordt nu. het vlak GAA' weder opgeslagen , tot 
dat het in deszelfs oorspronkelijken stand loodregt staat op het horimn- 
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lale vlak , dan zullen £' en e' de horizontale projectiën dezer punten , en 
dus T£' en Te' de horizontale projectiën zijn van twee lijnen , gelegen 
in het vlak TfiP, en die met AT den gegevenen hoek ATC maken. 
Omdat het vlak TBP loodregt staat op het verticale vlak, is het klaar, - 
dat BP de verticale projectie van deze beide lijnen zal wezen. ,. 

De stand van de derde ribbe des drievlakkigen hopks is dus nn gehed 
en al bepaald; wil men echter de werkelijke grootte van het derde zij- ■ 
vlak vinden, dan bepaalt men (§ Ö6) de punten F^' en F, waarin de ^ 
derde ribbe, het verticale vlak snijdt. Verbeeldt men zich voorts, dat '<> 
het derde zijvlak om de ribbe BT wentelt , tot dat het op het horizontale 'y_ 
vlak ligt n«dergeslagen , dan zullen de punten F'' en T' gedurende di» "■. 
beweging altijd in het verticale vlak blijven, en cirkelbogen doorloo- \ 
pen, waarvan BF' en BF de stralen zijn. Beschrijft mén dus deoe ;- 
cirkelbogen , en vereenigt men de punten G en c^ , waar zij de at '; 
snijden, en waar dus F'' en P in het horizontale vlak nederkomen, 
met T ; dan zal men het derde zijvlak CTB of cTB in deszelfs ware , 
grootte nedergeslagen hebben op het horizontale vlak. 

De drie zijvlakken van den drievlakkigen hoek alsnu bepaald zijnde, ' 
kan men de beide overige standhoeken volgens § 140 construeren. 

§ 150. Bij deze constructie kunnen verschillende gevallen voorkomen: 
1®. kan het gebeuren, dat de lijn ad den cirkel, door het punt C * 
doorloopen, niet snijdt of raakt , hetwelk zal aantoonen , dat de gege- 
vens zoodanig zijn , dat er onder dezelve geenen drievlakkigen ho^ kan 
bestaan ; 2°. kan de lijn a d den cirkel aanraken ; alsdan zal er één drie- 
vlakkige hoek ontstaan , waarin het zijvlak ATC loodregt op het derde 
zijvlak staat; 3°. kan de lijn ad den cirkel in twee punten snijden, die 
beide boven GG, en dus beide boven het horizontale vlak gelegen zijn, 
zoo als in fig. 72 plaats vindt; in dit geval zullen er twee drievlakkige 
hoeken ontstaan, die aan ê.e vraag beantwoorden; 4<^. kan de lijn ad 
den cirkel in twee punten snijden, waarvan het eene boven, en het 
andere beneden GG, en dus het eene boven, en het andere beneden 
het horizontale vlak gelegen is; alsdan zullen er wel twee drievlakkige 
hoeken ontstaan, waarvan de eene boven, en de andere beneden het 
horizontale vlak zal liggen, maar in den laatsten zal de standhoek, 
over het zijvlak ATG staande , het supplement van den gegevenen stand- < 
hoek ABA^ wezen, en deze zal dus niet aan de viaag beantwoorden; 
5°. zal het , als de gegevene standhoek stomp is , kunnen gebeuren , dat 
de Hjn ad den cirkel in twee punten snijdt, die beide beneden GG, 
en dus beide beneden het horizontale vlak gelegen zijn; in dit geval 
zullen er ook wel twee drievlakkige hoeken ontstaan , die beide beneden 
het horizontale vlak zullen liggen, maar waarin de standhoek, tegen 
over het zijvlak ATG staande , het supplement van den gegevenen zal 
wezen, en die dus beide niet aan de vraag beantwoorden. 

§ 151. Door de oplossing van dit werkstuk kan weder al het overige 
van eenen bolvormigen driehoek door constructie bepaald worden , w$in- 
neer van denzelven twee zijden met een' hoek over eene dezer zijden 
gegeven zijn; want deze gegevens kunnen beschouwd worden, als twee 
zijvlakken met 'een' overstaanden standhoek te zijn van ef>nen drievlak- 
kigen ho^. 
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(2. Zijn de drie standhoeken van eenen drievlakkigen hoek ge- 
en wil men de vlakke hoeken >construeren , dan neemt men de 
nenten van de gegevene standhoeken als de zijvlakken van eenen 
kkigen hoek aan , en construeert volgens § 140 de standhoeken van 
laatsten, dan zttllen ($ 137) de supplementen van deze stand- 
1 de begeerde vlakke hoeken wezen. 

53. Zijn van eenen drievlakkigen hoek, een zijvlak met de twee 
;ende standhoeken gegeven, en wil men al het overige van den- 
construeren, dan neemt men de supplementen van de g^evene 

oeken als twee zijvlakken, en het supplement van het g^even 
als de ingesloten standhóek van eenen drievlakkigen hoek aan, 
stmeert , volgens § 147 en § 140 , al het overige van dezen drie- 
gen hoek, dan zal ($ 137) het supplement van het gevonden 
dj vlak de begeerde derde standhóek, en de supplementen van de 
ene standhoeken zidlen de begeerde zijvl^üiken wezen. 

54. Zijn eindelijk van eenen drievlakkigen hoek, twee standhoeken 
3n zijvlak over een' dezer standhoeken gegeven, en wil men al 
erige van denzelven construeren, dan neemt men de supple- 
i van de gegevene standhoeken als twee zijvlakken, en het sup- 
it van het gegeven zijvlak als de overstaande standhóek van eenen 
kkigen hoek aan, en construeert, volgens § 149 en $ 140, al 
ifige van dezen drievlakkigen hoek , dan zal ($ 137) het supplement 
et gevonden derde zijvlak de begeerde derde standhóek, en de 
nenten van de gevondene standhoeken zullen de begeerde zijvlak- 
rezen. 

$5. Uit de, in $ 135 opgemerkte, overeenkomst van eenen drie- 
gen hoek met eenen bolvormigen driehoek blijkt, dat men volgens 
al het overige van denzelven zal kunnen construeren, wanneer 
u zijn de drie hoeken; volgens § 153, wanneer gegeven zijn eene 
aet de twee aanliggende hoeken ; en volgens § 154 , wanneer 
u zijn twee hoeken met eene zijde over een* deier hoeken. 



OTBR HBT PROJECTEREN VAN TEELTLAREIGB 

LIGGBAMEN, EN HET ONTWIKKELEN VAN 

DERZELTER OPPERVLAKKEN. 



§ 156. Een begrensd vlak kan klaarblijkelijk geprojecteerd worden, 
door de projectiën te bepalen Tan deszelfs omtrek ; want daar elk gedekt* 
des^ omtreks, hetzij eene regte of kromme lijn, door zijne projecdflB 
volkomen bepaald is (§ 12), zoo heeft dit ook plaats met den gdieeleii 
omtrek. De projectiën van vlakke fignren, die door regte lijnen begrensd 
worden, b. v. die van een vierkant, worden dus verkregen, door dt 
projectiën van deszelfs hoekpunten, op eene overeenkomstige wijse tê§ 
in de gegevene figuur, met elkander te vereenigen. Om vlakke figuren^ 
die door kromme lijnen begrensd worden, te projecteren, moeten et 
xQOveel punten van den omtrek geprojecteerd worden , als ter bepaling 
van derzelver projectiën noodig zijn. 

§ 157* Is er eene vlakke regtlijnige figuur gegeven, liggende ia 
het horizontale vlak , en beweegt deze figuur zich om eene harer zijden, 
of om eene' lijn in het horizontale vlak, tot dat het vlak dezer figuoi 
eenen gegevenen hoek maakt met het horizontale vlak, dan zal men 
de projectiën der figuur in dezen stand kunnen bepalen, door de pnv 
jectiën van derzelver hoekpunten volgens $ 95 te construeren, en deze 
behoorlijk inet elkander te veréenigen. 

Was de gegevene figuur kromlijnig, dan zou men de projectiën van 
al denelver punten moeten bepalen, hetgeen niet mogelijk is; hoe 
meer punten men echter projecteert, des te gemakkelijker en naauw- 
keuriger zullen hunne projectiën vereenigd kunnen worden. 

§ 158. Beweegt zich met de figuur eene regte lijn, die eenen stand- 
vastigen hoek met het vlak der figuur maakt, dan kan men volgens 
§ 105 bepalen , wat de projectiën dezer lijn na de opgegevene beweging zxjn. 

Maakt een begrensd plat vlak met de zich bewegende figuur eenen 
standvastigen hoei:, dan zijn de zijden van dat vlak niet anders dan 
lijnen , die met het vlak der bewegende figuur . standvastige ho^en 
maken , en derzelver projectiën na de beweging kunnen dus mede volgens 
§ 105 bepaald worden. 

§ 159. Reeds in § 22 is opgemerkt , dat men veelvlakkige ligchamen 
kan projecteren , door de projectiën van derzelver ribben te bepalen. 
Wanneer men het gezegde in de vorige § goed begrepen heeft éti ook weet 
uit te voeren, zal het niet moeijelijk vallen, om een veelvlakkig ligchaam 
in verschillende standen ten opzigte der projectievlakken te projecteren; 
want de ribben en zijvlakken van het ligdiaam zijn, met betrekking 
tot het bepaalde vlak , waarmede het ligchaam zich beweegt , niet anders 
dan in de de vorige § beschouwde lijnen of vlakken, welke met het 
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bewegende vlak eenen standYastigen hoek maakten, en in het algemeen 
hunnen stand ten opzigte van dat vlak, gedurende de beweging, niet 
veranderden. De volgende voorbeelden kannen ter opheldering van het 
een en ander strelÜLen. 

$ 160. Werkstuk, Eene pUtkkeregtUjnige Jiguur , gelegen in het hori' 
tontale t^lak^ beweegt uch om eene harer tijden ioolang ofWüarts y tot dat 
sij met het horitontule flak eenen gegevenen hoek maakt ; men legeert hare 
projectié'n in desen stand te construeren. 

Men bepale volgeas § 95 de projectiën van de hoekpunten der figuur, 
en vereenige die behoorlijk met elkander. 

In plaats echter, van telkens door ieder hoekpunt het standvlak te 
laten gaan, dat den gegevenen hoek bevat, kan men gemakshalve dit 
itandvlak ergens buiten de figuur loodregt op de omwentelings-as stellen , 
en door lijnen, evenwijdig aan die as, al de gegevene hoekpunten op 
dit standvlak overbrengen. 

Is, b. V., ABGDË (fig. 73) de gegevene fignur, en h de hoek, dien 
het vlak dezer figuur na de beweging moet maken met het horizontale 
vlak, dan trekke'men eene lijn PQ, loodregt op AB, en make hoek 
PQEi gelijk aan den gegevenen hodt h. Merkt men nu op, dat de 
punten G, D en £, gedurende de beweging van het vlak, cirkelbogen 
d€X>rloopen, welker vlakken loodregt staan op AB, en waarvan CF, 
DG en £H de stralen zijn, dan blijkt reeds dadelijk, dat de horixon-. 
tale projectiën dezer puntei:^, na de beweging, in de lijnen CF, DG 
en £H moeten gelegen wezen. Beschouwt men verder PQR als een 
nieuw verticaal vlak van projectie, dat om PQ op het horizontale vlak 
ia nedergeslagen , dan zal het gemakkelijk vallen , de punten C , D en £ 
vooreerst op dit vlak PQR te, projecteren* want het vlak der figuur, 
waarin de punten G, D en £ gelegen zijn, loodregt staande op PQR, 
moeten de projectiën dezer punten op dat vlak ($ 41), alle in de 
lijn QR gelegen zijn, die als de nieuwe verticale doorgang van het 
▼lak der figuur is aan te merken. Beschrijft men dus uit Q cirkelbogen , 
met GF, DG en £H als stralen, dan zullen c, d en e de projectiën 
zijn van de punten G, D en £ op het vlak PQR, en de horizontale 
projectiën dezer punten, worden nu volgens het boven opgemerkte en 
J 23 verkregen, door uit c, d en e loodlijnen op PQ te trekken, en 
de snijpunten C', IX en £' dezer loodlijnen met de lijnen GF, DG 
en £H te bepalen. ABCfJ^'E/, is alzoo de gevraagde horizontale pro- 
jectie der figuur, na de opgegevene beweging. Daar verder dk de 
afstand is, waarop het punt D zich na de beweging boven het hori- 
lontale vlak bevindt, en even zoo met de andere punten, zoo zal men, 
door uit O , jy en £' loodlijnen op de as van projectie te trekken, en 
deze gevondene afstanden boven dezelve uit te zetten, JBCjynE/^ voor 
de gevraagde vertipale projectie bekomen.. 

Men zal volmaakt op dezelfde wijze moeten handelen, om de pro- 
jectièn der figuur te bepalen, wanneer er gegeven is, dat zij zich, 
niet om eene harer zijden, maar om eene willekeurige lijn in het 
horiaontale vlak moet bewegen. 

$ 161. Wbrkstuk. Eew kromlijnige Jiguur^ g^l^g*'^ i^ ^^^ horiaontale 
vlak y SeHwegt zich om eene gegepene lijn zoolang opivaarts ^ tot dat tij met 
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het horitoniaU t>lak eenen gegecenen hoek maakt: men begeert derulcer pro^ 
jectièh in desen stand te bepalen. 

Handelt men met de punten dezer kromme lijn even als in de 
vorige §, en vereenigt men de gelijknamige projectiën dezer punten, 
op eene overeenkomstige wijze als zij in de gegevene figuur vereenigd 
zijn, dan zal men de begeerde projectiën bekomen. 

Is, b. V., de kromme lijn een cirkel (fig. 74), welks vlak zich om de 
lijn ^S' moet bewegen, en PQR de gegevene hoek, zoodat 'Sf'BW de 
stand van het vlak des cirkels is na de beweging, dan zal, volgens de 
constructie, die in de vorige § verklaard is, A^ de horizontale en A'' de 
verticale pi-ojectie van het punt A zijn, na de opgegevene beweging; 
«n even zoo kunnen de projectiën van elk auder punt bepaald worden. 

§ 162. Dewijl de projectiën van eenen cirkel, gelegen in. een hel- 
lend vlak, beide ellipsen zijn, zoo komt het er in dit geval slechts op 
aan, de assen dezer ellipsen te bepalen, en daardoor die ellipsen zelven 
te construeren. Wat de assen van de horizontale projectie betreft, is 
het klaar, dat de middellijn des cirkels, die evenwijdig loopt aan het 
horizontale vlak, zich op het -langst zal projecteren, en dus door hare 
projectie de groote as zal aanwijzen; terwijl de middellijn, die loodregt 
is op deze evenwijdige middellijn, of den grootsten hoek maakt met het 
hoiizontale vlak, zich op het kortst zal projecteren, en dus door hare 
projectie de kleine as zal opleveren ; immers de projectie eener in lengte 
bepaalde regte lijn op een plat vlak, is gelijk aan de lengte dezer lijn, 
vermenigvuldigd met de cosinus van den hoek, welken de lijn met 
dit vlak maakt : hoe grooter nu die hoek is, hoe kleiner deszelfs cosinus, 
en hoe kleiner dus ook de projectie der lijn zal wezen. Daar nu de 
middellijn, die evenwijdig loopt aan het horizontale vlak, zich (§ 32) 
in hare ware grootte, evenwijdig aan den horizontalen doorgang pro- 
jecteert, zoo zal, als men (§ 160) de projectiën Of en (X' van het mid< 
delpunt O construeert, en op de lijn, die door het punt QF evenwijdig 
aan -BS' getrokken wordt, (XI/ = 0'M' = OC neemt, M'L' de groote 
as zijn van de ellips, volgens welke de cirkel zich op het horizontale vlak 
projecteert. Daar verder G de projectie is van het middelpunt des cirkels 
op het vlak PQR, wanneer het vlak des cirkels den vereischten stand 
heeft aangenomen, zoo zal, als men GL^6F = 0G neemt, LF de 
projectie op het vlak PQR zijn, van de middellijn, die den grootsten 
hoek maakt met het horizontale vlak, en derzelver horizontale projectie 
E^ zal dus de kleine as van de begeerde ellips wezen, die nu ge- 
makkelijk kan geconstrueerd worden. 

Om de assen te construeren van de ellips, volgens welke de cirkel 
zich op het verticale vlak projecteert, kan men op dezelfde wijze red&^ 
neren, als hier boven ten opzigte van het horizontale vlak gedaan is. 
Trekt men namelijk CK^" loodregt op BW ^ en neemt men 0"H=(yj5r, 
dan zal, als men R^'H trekt, QfR."^ de hoek wezen, dien het vlak 
des cirkels, in den begeerden stand gekomen, met het verticale vlak 
maakt; neemt* men dus op de lijn, die door het punt (^ evenwijdig aan 
m^ getrokken wordt, (y'N" = (y'F' = OC , dan zal N"F' de groote 
as, en als men Hl ==HK. =C)C neemt, zal V'YJ' de kleine as wezen 
van de. ellips, die de verticale projectie van den gegevenen cirkel is. 
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§ 163. WERKSTUK. Het grondflak t>an eene piramide gegeten zijnde, 
die op het horizontale f lak staat y benet>ens de projectién fan derzelfer top, 
itraagt men deze piramide te projecteren» 

Bepaalt men de verticale projectiën van de hoekpunten des grond-. 
vlaks, en vereenigt men die door regte lijnen met de verticale projectiën 
van den top, dan verkrijgt men de verticale projectiën van de ribben 
der piramide, en door op dezelfde wijze de horizontale projectie van 
den top met de hoekpunten des grondvlaks te vereenigen, zal men der- 
zelver horizontale projectiën bekomen. 

Is, b. V., A'B^Giy (fig. 75) het grondvlak eener piramide, staande 
op het horizontale vlak , en zijn £', E'' de projectiën van derzelver top , 
dan zijn Ay B^ C en D de verticale projectiën van de hoekpunten des 
giondvlaks , en dus ^E" , ^E", CE'^ en /?E" de verticale projectiën van 
de ribben, terwijl A'E', B'E', CE' en DTE' derzelVer horizontale pro- 
jectiën zullen wezen. 

J 164. Werkstuk. Wanneer eene piramide gesneden wordt door een tflak, 
dat loodregt ia op het verticale Aak y vraagt men de projectiën der doorsnéde 
te bepalen y dezelve in hare ware gedaante en grootte op een der projectie- 
vlakken neder te slaan y en het oppervlak der piramide y alsmede de door- 
snede y te ontwikkelen. 

Laat ABGDE (fig. 75) de gegevene piramide zijn , en "^"KU het 
snijdende vlak ; dan is , omdat dit vlak loodregt is op het verticale 
vlak , F"H" de verticale projectie der doorsnede , en de punten F'', G", 
H'^ en V' zijn de yerticale projectiën van derzelver hoekpunten, dat is, 
van de punten , waarin het vlak '^'RU door de ribb^ der piramide 
gesneden wordt. De horizontale projectiën dezer punten liggen in A'E' 
B'E' enz. , en worden dus verkregen , door uit F", Q/^ enz. loodlijnen 
op de as van projectie neder te laten. Hierdoor wordt de horizontale 
projectie F'G'HT der doorsnede bepaald. 

]De ware gedaante en grootte van de doorsnede wordt het gemakke- 
lijkst verkregen ^ door het vlak F''JlL' om deszelfs verticalen doorgang 
op het verticale vlak neder te slaan, dewijl men dan slechts op F^'iT, 
uit F", G", 1" en H", loodlijnen behoeft op te rigten, die gelijk zijn 
aan de afstanden, waarop de hoekpunten der doorsnede van het ver- 
ticale vlak staan, FGHI is alzoo de nedergeslagene doorsnede. 

Wilde men deze doorsnede om UK op het horizontale vlak neder- 
slaan, dan zou men uit H', I', G' en F' loodlijnen op UK moeten 
nederlaten, en deze loodlijnen, van derzelver voetpunten af, gelijk 
moeten maken aan B!'Ky V'Ky Q/^K en F'Z. 

Om het oppervlak der piramide te ontwikkelen, behoeft men slechts 
elk zijvlak om deszelfs horizontalen doorgang neder te slaan, en de 
daardoor verkregene driehoeken behoorlijk naast elkander te plaatsen. 
Het is echter even gemakkelijk , om de ware lengten der ribben te con- 
strueren, en alsdan de driehoeken dadelijk naast elkander te plaatsen. 
Heeft men deze lengten bepaald , dan neme men AB = A'B' , en be- 
schrijve uit A en B, met de ware lengten der ribben AE en BE als 
stralen, cirkelbogen, die elkander in den top E zullen snijden. Uit £ 
beschrijve men voorts, met CE als straal, eenen cirkelboog7 en uit B, 
met B'G' als straal , eenen anderen , dan wordt ; het ^uivl C \sK^^iS.4.« 
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Op deie wijxe voortgaande, zal men de geheele ontwikkelAig van het 
oppenrlak der piramide verkrijgen. 

Om de doorsnede in deze ontwikkeling over te brengen, make men 
slechts AF, BG enz. gelijk aan de ware lengten van de ribben der 
afgeknotte piramide.' Men kan echter ook, om deze doorsnede te ont* 
wikkelen , FQ' loodregt op A'S' trekken , en AQ = A'Q' nemen ; de 
loodlijn QF , uit Q op AB opgerigt , snijdt alsdan de ribbe AE in het 
punt F van de ontwikkelde doorsnede. Daar verder de ware lengten 
van de zijden der doorsnede, bij het nederslaan van dezelve op het 
verticale vlak, reeds geconstrueerd zijn, zoo beschrijve men uit F, met 
FG als straal, eenen cirkelboog, die de ribbe BË in het punt G 2al 
snijden, voorts uit G, met GH als straal, eenen cirkelboog, die GE 
in H zal snijden, enz. 

S 165. Het is gemakkelijk in te zien, dat men uit de projectiën eener 
aigeknotte piramide , die van de geheele piramide zal verkrijgen , door 
de projectiën van de ribben te verlengen, tot dat zij elkander snijden. 
Dit moet klaarblijkelijk in hetzelfde punt plaats hebben , en dit ^unt is 
alsdan de projectie van den top ep het overeenkomstige projectievlak. 
De beide punten, waarin de projectiën der ribben op elk der projec- 
tievlakken elkander snijden, moeten dus in eene lijn gelden wezen, 
die (§ 23) loodregt door de as van projectie gaat. Wil men derhalve 
de projectiën van eene afgeknotte piramide aannemen , dan moeten zij 
aan deze voorwaarde voldoen. 

§ 166. Wordt eene piramide door een willekeurig vlak gesneden, 
en wil men alsdan de doorsnede projecteren, omslaan en ontwikkelen, 
dan zoekt men, volgens $ 82, de projectiën van de punten, waarin 
de ribben het vlak snijden; verbindt men die behoorlijk met elkander, 
dan verkrijgt men de projectiën der doorsnede. 

Het omslaan der doorsnede en de ontwikkeling van het oppervlak der 
piramide, geschiedt voorts volgens $ 95 en § 164. 

§ 167. Werkstuk. JSen cubusy die op het horltontale tflak staat , levfeegt 
zieh eerst om eene zijner onderste rièben y en dan uit dezen stand y op een der 
uiteinden t>an deze riièe zoodanig y dat die rihhe in een t^rticaal dak hlijft: 
men legeert de projectiën (Hm den euhus in heide standen te hepalen. 

Dit werkstuk kan door toepassing van het geleerde in J 95 en § 105 
worden opgelost; om echter de figuur 'niet te zamengesteld te maken, 
xal hier aangetoond worden, hoe men de daartoe noodige constructiëh 
in afzonderlijke figuren kan uitvoeren. 

Laat het vierkant a b c d (fig. 76 a) het grondvlak van den cubos 
wezen, ab de ribbe, om wvlke hij zich het eerst, en a het punt, 
waarop hij zich vervolgens beweegt, dan is het vierkant adhe (fig. 76^) 
de projectie van dezen cnbus op een verticaal vlak, dat door ad gaat. 
Verschuift men dit vierkant om het punt a zoolang, tot dat de hoek 
t gelijk is aan dien, welken het grondvlak van den cnbus na zijne 
eerste beweging met het horizontale vlak moet maken , dan komt het 
in den schuinschen stand adhe, en nu toonen de afstanden ai, a k , 
al, hi, bk en bl aan, hoe ver de projectiën der punten d, e, h, 
c , f en g (fig. 76 a) , in de rigting der lijnen ad en bc, van de 
lijn 'a b verwijderd rijn ; terwijl de loodlijnen ei, di,'ek, fk, gl en 
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hl (fig. 76 ^ de hoogten yan de punten c, d, e, f, g en h boren het 
horizontale rlak aanwijzen. Worden deze afstanden, van de overeen- 
komslige punten a en b (fig, 76a) af aan, op de lijnen ad en bc, aan 
beide «ijden van ab, behoorlijk uitgezet, b. y. ai van a tot d\ ak 
Tan a tot é^, enz. dan verkrijgt men voor de horizontale projectie van 
den cobus, den regthoek e^ah'dVg'bf. Trekt men nu uit al de punten 
(^, a, h'f enz., loodlijnen op de as van projectie, en worden boven 
doidve, op deze loodlijnen de hoogten uitgezet, di^ deze punten na 
de beweging boven het horizontale vlak verkregen hebben, dan bekomt 
men de punten e^^, a'', h'', enz., en door deze behoorlijk te vereenigen, 
4b verticale projectie a'^V'd'VT'g^'h'' van den cubus, na zijne eerste 
beweging. 

Projecteert men vervolgens den cubus op een verticaal vlak, dat door 
tb gaat, dan ontstaat de regthoek abgh (fig. 76c), waarvan de eene 
iqde ab de ribbe van den cubus, en de andere zijde de loodlijn gl 
uit fig. 76 i, is, terwijl de ribben cd en f e, door middel van hare 
hoogten ei en ek uit fig. 76^., daarop zijn overgebragt. Verschuift 
men nu dezen regthoek om het punt a zoolang, tot dat de hoek v gelijk 
is aan dien, welken de ribbe ab, na de tweede beweging van den 
cobus, met het horizontale vlak moet maken, dan toonen de afstanden 
bm, bn, ao, ap, bq, br en as achtervolgens aan, hoe ver de pro- 
jectiën b, c^, d\ e^, f, g' en h' zich in de rigting der beweging ver- 
plaatsen. Men verkr^gt alzoo, door deze afstanden uit te zetten, de 
prqje^ièn B', C', IV, ^', F', C en H', en gevolgelijk ook de horizontale 
projectie aB'C'IXË'FGil' van den cubus. De loodlijnen bm, en, do, 
ep, fq, gr en hs toonen weder de hoogten aan, die de hoekpunten 
b, c, d, e, f, g en h van den cubus, na de tweede beweging boven 
het horizontale vlak hebben. Door middel van deze hoogten en de 
projectiè'n B', C, enz., bepaalt men nu weder, even als boven, de 
verticale projectiè'n B", C enz. van de hoekpunten, en gevolgelijk ook 
de verticale projectie a"B"C^iy'E"F"G"H'' van den cubus. 

Dewijl de gelijknamige projectiè'n van de tegen over elkander staande 
iiU)en evenwijdig moeten zijn (§ 37), zoo is dit een middel, om de 
deugdelijkheid der constructie te beproeven. 

S 168. Werkstuk. Eene af geknotte piramide, op hei horizontale pUk 
tkutnJe, hetveegt zich zoodanig op een der hoekpunten fan het grondelak y 
dat ids men door dii hoekpunt eene lijn trekt in het horizontale plak y de 
eferige hoekpunten eirkelhogen doorloopen, die loodregt staan op deze lijn; 
zoo nu het grondvlak na die beweging eenen gege^enen hoek moet maken met 
het horizontale plak, praagt men de ^geknotte piramide in dezen staad te 
projeetereun 

Handelt men met de punten van het grondvlak volgens § 96, en 
met de punten van het bovenvlak volgens J 105, dan zal men, de 
projectiè'n behoorlijk vereenigende, de begeerde projectiën verkrijgep. 

Laat a'Vc'dVr, a^b'Vd'V'F (fig. 77) de afgeknotle piramide zijn, 
y het hoekpunt van het grondvlak a'bV , waarop de piramide zich moet 
bewegen, en kl/p de lijn, waarop de cirkelbogen, door de overige 
hodcpunten doorloopen, altijd loodregt moeten blijven. Merkt men nu 
op, dat de begeerde horizontale projectiën der hoekpunten elk in het 
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bijzonder gelegen moeten wezen in de loodlijnen, die uit de oorspron- 
kelijke horizontale projectiën op de lijn kp vallen, dan zal het er slechts 
op aankomen, 'om te bepalen, hoe ver deze projectiën zich na de opge- 
gevene beweging zullen verplaatst hebben. Maakt men daartoe a b h gel^k 
aan den gegevenen hoek, dien het grondvlak met het horizontale vlak 
moet maken, en neemt men ba en bc gelijk aan de loodlijnen, die uit 
a' en c' op kp vallen, dan zullen de afstanden bh en bi achtervolgens 
aanwijzen, hoe ver de projectiën der punten A en C zich boven de lijn 
kp moeten bevinden; terwijl de loodlijnen ah en ei de hoogten dezer 
punten boven het horizontale vlak aantoonen. Door deze afstanden en 
hoogten behoorlijk uit te zetten, zal AVC' de horizontale, en A^b^C" . 
de verticale projectie van het grondvlak worden. Om verder de pro- 
jectiën van het bovenvlak te bepalen, neemt men be, bf en bd gelijk 
aan de loodlijnen, die uit e', f en d' op kp vallen, en rigt op b a 
uit e, f en d loodlijnen ee, ff en dd op, die gelijk zijn aan de af- 
standen, die de hoekpunten van het bovenvlak aanvankelijk van het 
horizontale vlak hadden, dan zullen de afstanden b k , b 1 , b n aan- 
toonen, hoe ver de horizontale projectiën der punten F , D , E zich beneden 
de lijn kp moeten bevinden; terwijl de loodlijnen f k, dl, en de hoog- 
ten dezer punten boven het horizontale vlak zullen aanwijzen. Door ^ 
deze afstanden en hoogten weder behoorlijk uit te zetten, zal D'E'F^ 
de horizontale , en D'^E'^F" de verticale projectie worden van het 
bovenvlak, zoodat Ab'C'D'ET' en A''b"G"D"E"F" de begeerde pro-, 
jectiën van de afgeknotte piramide na de opgegevene beweging zullen 
wezen. 

% 169. Deze weinige voorbeelden zullen genoegzaam wezen, om in 
te zien, op welke wijze men veelvlakkige ligchamen in het algemeen, 
en in verschillende standen ten opzigte der projectievlakken, benevens 
hunne doorsneden met platte vlakken, moet voorstellen. Heeft men het 
voorgaande goed begrepen, dan zal men zich, bij het projecteren van- 
zoodanige ligchamen in andere voorkomende gevallen, gemakkelijk kun- 
nen te regt helpen. 

Wij zullen deze afdeeling eindigen met het bewijzen van eenige 
stellingen, de projex^iën betreffende, en die in de analytische meet- 
kunst van dienst kunnen zijn. 

§ 170. Wordt een punt in de ruimte op drie elkander loodregt snijdende 
tflakken geprojecteerd , dan zal de som der derkanten t/an denelfs projecte^ 
rende lijnen gelijk zijn aan het cierkant can den afstand y dien het punt 
heeft tot het snijpunt dezer drie plakken* 

Laat, b. v., BAC, BAD en DAC (fig. 78) de drie op elkander 
loodregt staande vlakken wezen, en P het punt in de ruimte, dan 
zijn PQ, PR en PS deszelfs projecterende lijnen. 

Nu is AP«=:PQ« + AQ«; 

maar AQ« = QT« -f- AT» 

zijnde , zoo heeft men AP* = PQ« -f- QT« -f- AT« ; 
hierin QT=:PR, en ATsrrPS stellende, verkrijgt men 

AP»=:PQ«-f PR«4-PS«, 
waardoor het gestelde bewezen is. 

% 171. De som der vierkanten oom de cosinussen der hoeken y welke een 
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vlak maakt met irie op elkander loodregt siaande tflakken , is gelijk aan de 



Laat BAC, BAD en DAG (fig. 79) de drie onderling loodregte Tlakken , 
en BCD het snijdende vlak ajn; wannneer men dan uit A eene lijn 
AP loodregt op het snijdende vlak laat vallen , en door AP de drie 
vrojecterende -Jakken APU, APT en APV brengt, dan zijn de hoe- 
ifsn. U , T en y de standhoeken van de tweevlakkige hoeken , welke het 
snijdend vlak met de drie loodregte vlakken maakt ; en daar de driehoe- 
{ m. AUP y ATP en AVP alle regthoekig zijn in P , zoo zijn de hoeken 
1 PAU , PAT en PAV de complementen van de hoeken U , T en V. 
I Laat men nu PQ , PR en PS loodregt op de drie vlakken vallen , dan is 
U PQ = AP.«wU, PR=AP. cwT, PS = AP. wjV, 
^ m das PQ« 4- PR« + PS» = AP« (coi» U + co j« T + cöj« V) ; 
maar dewijl (S 170) PQ« + PR« + PS« = AP« 
il, zoo Heeft men AP» = AP* (eos^ ü + «?j» T -f- cö j« V) ; 
of, deze laatste vergelijking door AP' deelende, 

cos^ U + co** T + cö** V= 1, 
vaaidoor het gestelde bewezen is. 

J 172. JF^anneer eene willekeurige ulakke^guur op een ander flakgepro- 
jeeieerd, wardij zal de inhoud fan deze projectie gelijk ujn aan den inhoud 
9WÊ. de oorspronkelijke ^guur y vermenigvuldigd met de cosinus van den hoek ^ 
mdken het vlak dezer Jiguur met het vlak van projectie maakt. 

Laat ABCD (fig, 80) een trapezium zijn, waarvan de zijden AB en 
GD loodregt staan op de gemeene doorsnede GK van de vlakken GH 
m GI, en zij filWGjy de projectie van dit trapezium op het vlak GH, 
dan is £=:? de standhoek der beide vlakken, en £1' de hoogte van 
beide trapeziums ABCD en A'B'G'iy; men heeft dus 

Lih. A'B'C'iy = \ (A'B' + GU) EF ; 
maar ATB' = AB. cos E en CTK c=CD. cos E 

ójnde, is Inh. A'B'C'D' = J (AB -f- CD) EF. coj E3 

daar nu t (^B -f- CD) EF = Inh. ABCD 

is, zoo heeft men ook: Inh. A'B'CD = Inh. ABCDX^wE. 

Het bovenstaande bewijs gaat ook door voor eenen willekeurigen 
driehoek ABC (fig. 81), gelegen in een vlak, dat met het vlak van 
projectie eenen willekeurigen hoek maakt ; want trekt men AE en 
CF loodr^t op de gemeene doorsnede GK. der vlakken , en door B 
eene lijn LM, evenwijdig met AC, dan is het klaar, dat, zoowel in 
de projectie, als in de gegevene figuur, de driehoek ABC de helft zal 
z^ van het parallelogram ACLM. Daar nu dit parallelogram als een 
trapezium kan beschouwd worden, dat in dezelfde omstandigheden van 
het bewezene geval verkeert, zoo moet ook de betoogde eigenschap 
zoowel op het halve als op het geheele Irapezium doorgaan. 

Dewijl elke figuur in driehoeken kan worden verdeeld, zoo volgt 
hieruit verder, dat de' opgegevene stelling algemeen is, en dus op alle 
figuren kan toegepast worden. 

§ 173. Dit hetgeen in de beide voorgaande §§ bewezen is, blijkt, 
dat als men eenige vlakke ^guur op drie onderling loodregte vlakken projec^ 
teert y de som. der vierkanten -van de inhouden dezer projectié'n gelijk zal zijn 
aan ket t^ierkant van den inhoud der gegevene Jiguur. 
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Laat kiamelijk de inhoud Tan de figuur door A, en de inhouc 
▼an de drie projectien door B, G en D worden voorgesteld; laat ver 
17, T en y de hoeken zijn, die het vlak der figuur met de drie p 
jectievlakken maakt , dan heeft men volgens de vorige §, 

B=:A.rojU, C = A.cwT, D = A. coiV, 
en dus ook B« 4- €• + D« = A* (cöj»ü 4. «>j«T 4. co*«V) ; 
maar volgens § 171 , is eo^V -f- ooAT 4. cos^W = 1 , 
en hierdoor wordt B* 4- C« 4- D« = A«. 

Het vierkant van een vlak is eene oneigenlijke uitdrukking, omdat 
geene grootheden bestaan, die meer dan drie afmetingen hebben. M 
moet dus door de opgegevene stelling eigenlijk verstaan, dat de twe< 
magt van het aantal vierkante eenheden , in de figuur begrepen , gel 
is aan de som der tweede magten van de* getallen, welke de aantal 
vlakte-eenheden uitdrukken, die in de projectien begrepen zijn. 
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• OTER DEN BOL , 
EN OPLOSSING TAN WEBKSTOKKBN , 
DAARTOE BETREKKELIJK. 






$ 174. De projectie van eeilen bol op eenig vlak is een cirkel, 
mtnran het middelpunt' is de projectie van het middelpunt des bols, 
ai waarvan de straal gelijk is aan den straal des bols. 

De projectiën van punten in het oppervlak eens bols op eenig wille- 
Wrig vlak, kunnen niet buiten den cirkel genomen worden, welke de 
projectie van den bol op dit vlak voorstelt; want brengt men door het 
niddelpunt van den bol een vlak, evenwijdig aan het projectievlak, dan 
■qdt dit vlak den bol volgens eenen grooten cirkel, en laat men uit al 
spanten van dezen grooten cirkel, loodlijnen op het projectievlak val- 
■B, dan vormen deze loodlijnen het oppervlak van eenen cilinder, die 
nu den bol beschreven is , en die het projectievlak volgens eenen cirkel 
^onsnijdt, welke gelijk aan den grooten cirkel van den bol is, en de 
pojectie van het middelpunt des bols tot straal heeft. Deze cirkel nu, 
'H è» projectie van den bol op het projectievlak , en daar al de punten 
^ het oppervlak des bols binnen het oppervlak van den cilinaer ge> 
*8Bn zijn, moeten ook derzelver projectiën binnen het grondvlak van 
I^Bnn cUinder vallen, 
I Verder is het klaar, dat elke projectie, niet gelegen op den omtrek 
I vu de projectie des bols , altijd tot twee verschillende punten van het 

I^pewlak zal behooren; want de loodlijn, die uit zoodanige projectie op 
Kt projectievlak wordt opgerigt , zal het oppervlak des bols in twee 
fouten snijden, die beide den voet dezer loodlijn tot projectie hebben. 

J 175. Werkstuk. De projectiè'n can eenen hol gegeven zijnde > craagt 
*Ks deszelfs oppert'lak te construeren y dat wil zeggen y de horizontale projectie 
'•i eenig punt in dit opperi>lak gege<*en zijnde , deszelfs verticale projectie te 
iffden y en omgekeerd. 

Laat (M', M") (fig. 82) het middelpunt zijn eens bols, en V de 
«frizontale projectie van eenig punt in deszelfs oppervlak, waarvan men 
^verticale projectie wil bepalen, dan zal het er slechts op aan komen, 
^ afstand vaü dit punt tot het horizontale vlak te vinden, omdat 
JDcn weet, dat de verticale projectie gelegen moet wezen in de loodlijn, 
ïKe uit P' op de as van projectie wordt opgerigt. Vereenigt men nu 
^ punten K en M', dan is FM' de horizontale doorgang van een 
verticaal vlak, dat door het te bepalen punt en het middelpunt des 
hols gaat. Dit verticale vlak snijdt dus het oppervlak des bols volgens 
eenen grooten cirkel, op welks omtrek het te bepalen punt gelegen is; 
tffêt men nu M'M = ifM'% loodregt op FM', beschrijft men uit M 
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eenen cirkel , gelijk aan den gegerenen grooten cirkel des bols, en treft 
men FP loodregt op FM', dan verkrijgt men dit verticale^ vlai , op hc 
horizontale vlak nedergeslagen , en dan zal FP den afstand aanwijzen 
dien het gevraagde punt van het horizontale vlak heeft. Wordt alzo 
op de loodlijn, die uit F op de as van projectie getrokken is, PF'ssP'l 
genomen , dan zullen F' de verticale projectiën zijn van de pnnten die 
oppervlaks, die F tot horizontale projectie hebben. 

§ 176. Men kan zich ook verbeelden , dat het vlak P^MHVI van zijn 
plaats genomen , en op het verticale vlak van projectie gelegd womf; 
zoodanig , dat de regte hoek FM'M op den regten hoek PMW valt 
alsdan zullen al de constructien , welke in het eerste vlak moeten wotdflj 
uitgevoerd, welk vlak voor ieder verschillend pnnt F van stand vev 
anderde, op het verticale vlak van projectie overgebragt zijn, dat m 
voor alle gevallen hetzelfde blijft. Neemt men dus in dit geval ü^ssMT* 
en rigt men op Mp uit p eene loodlijn op, die de verticale projecti 
•.van den bol in twee punten p'' doorsnijdt , dan zullen ook ^p'' de al 
standen zijn , die de gevraagde pnnten van het horizontale vlak heUMH 
Trekt men alzoo uit P' eene loodlijn op de as , en door de punten p 
lijnen evenwijdig met de as , dan worden de verticale projectiè'n F' vtt 
de punten des oppervlaks bekend, waarvan F de horizontale projectiel 

Op dezeltde wijze zal men ook de horizontale projectie kunn^i b^fl 
len, wanneer een punt in het verticale vlak als de verticale prcJMlJ 
van eenig punt in het oppervlak des bols wordt aangenomen. 

§ 177. Werkstuk. Ve punten te Bepalen, waarin eene regte UjA coêA 
hol snijdt. 

Laat men uit het middelpunt van den gegevenen bol eene loodl^ 
vallen op de gegevene lijn (§ 110), construeert men de lengte van dtf 
loodlijn (§ 57), en vervolgens eenen regthoekigen driehoek, waarvan des 
loodlijn eene der regthoekszijden , en de straal des bols de liypotheniu 
is y dan zal de andere regthoekszijde dezes driehoeks den afstand aantoc 
nen, waarop de gezochte snijpunten zich in de gegevene lijn van de 
voet der geconstrueerde loodlijn moeten bevinden. Construeert men dl 
in de gegevene lijn, door dezelve om eene harer projectiën op het ovei 
eenkomstige projectievlak neder te slaan , twee punten , die va^ de 
voet der loodlijn op den gevondenen afstand staan , dan zullen deze c 
begeerde snijpunten van de lijn met den bol wezen. 

Merkt men echter op, dat de doorsneden vsin een' bol met vlakken 
die loodregt op een der projectievlakken staan, cirkels zijn, waarvan c 
middelpunten op denzelfden afstand van het projectievlak staan , als hi 
middelpunt van den bol, dan kan men de constructie van dit werkstu 
gemakkelijker uitvoeren, door de gegevene lijn om eene van derzelvi 
projectiën neder te slaan op het overeenkomstige projectievlak, want da 
zal men in het nedergeslagen projecterend vlak der lijn ook den cirk 
kunnen bepalen, volgens welken dit projecterend vlak den bol snijdl 
en de snijpunten der gegevene lijn met dien cirkel zullen dan klaarbli 
keiijk de begeerde punten zijn, waarin de gegevene lijn den bol snijd 

Is, b. V., (C'iy, G'jy^ (fig. 83) de gegevene lijn, ëh (M', M'0 h< 
middelpunt van den gegevenen bol , en wil men bepalen , waar deze 1^ 
den bol snijdt, dan tdaat men de gegevene lijn om dei-zelver horizontal 
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ttojecde neder op het horizontale vlak ($ 6«S)y als wanneer EF de ne- 

«i^eslagene lijn , en EEIX derzAlver nedergeslagen projecterend vlak zal 

«CRn. Dit projecterend vlak snijdt den bol volgens eenen cirkel , waarvan 

Astraal gelijk is aan GT = | LT, terwijl G' de horinzontale projectie 

«D het middelpant is. Daar nu het middelpunt van dezen cirkel op 

^enzelfden afstand van het horizontale vlak staat , als het middelpant des 

{egevenen bols, zal men den nedergeslagen' cirkel bekomen, door uit G^ 

fl sp Ciy eene loodlijn (yG = MW op te rigten , en uit G, met Gl' als 

Éml , eenen cirkel te beschrijven. De punten H èn h , waarin de lijn 

ff dézen cirkel snijdt, zijn dan de begeerde snijpunten van de lijn met 

ènbol, welke snijpunten echter met de lijn, waarin zij liggen, op het 

inriamtale vlak zijn nedergeslagen. Wordt nu het projecterend vlak 

wder opgeslagen, en tot deszeUs oorspronkelijken stand teruggebragt, 

kn is tket klaar, dat H' en h' de horizontale, en dus U'^ en h" de 

lerticale projectië'n van de begeerde snijpunten zullen wespen. 

J 178. Wanneer bij deze constructie de lijn £F den cirkel , uit G 

^ kKhieven, aanraakt, dan zal daaruit blijken, dat ook de gegevenelijn 

: hk bol aanraakt; en als de lijn £F dien cirkel noch raakt noch snijdt, 

^ im zal ook de gegevene lijn den bol niet raken of snijden. 

Rigt men de constructie volgens de eerste leerwijze der vorige § in, en 
Mt de loodlijn , die men uit het middelpunt des bols op de gegevene 
^l nederlaat, kleiner dan de straal des bols, dan zal dit aantoonen, 
at de gegevene lijn den bol snijdt ; wordt deze loodlijn gelijk aan den 
iaal des bols, dan zal de gegevene lijn den bol in het voetpunt dezer 
Ilndiijn aanraken, en wordt deze loodlijn grooter dan die straal, dan zal 
^^ g^f^evene lijn den bol niet raken of snijden. 

{ 179. Het is klaar, dat men de constructie van fig. 83 ook op het 
Krticaie vlak van projectie zou hebben kunnen uitvoeren , door de ge- 
weiene lijn om denelver verticale projectie op het verticale vlak neder 
kdaan, en alsdan in het nedergeslagen projecterend vlak der lijn, den 
fSAid te bepalen, volgens welken dit projecterend vlak den bol snijdt. 
ffindoor zou men eerst de verticale, en vervolgens de horizontale pro- 
jectiën van de begeerde snijpunten gevonden hebben. 

J 180. De eerste leerwijze, in § 177 opgegeven, geeft een gemakkelijk 

■iddel aan de hand, om het werkstuk van § 175 op te lossen. Is na- 

I adijk de horizontale projectie van eenig punt in het oppervlak eens bols 

T gegeven, en moet men de verticale projectie van dit punt bepalen, dan 

4 ld men slechts de verticale projectiën van de punten behoeven te con- 

■7 tmeten , waarin de loodlijn , die uit de gegevene horizontale projectie 

9f het horizontale vlak wordt opgerigt , den bol snijdt. 

Is, b. V. , F (fig. 84) de horizontale projectie van eenig punt in het 

rrvlak eens bols, waarvan men de verlicale projectie wil bepalen, 
is P^ de horizontale , en PQ" de verticale projectie van de loodlijn , 
& nit P' op het horizontale vlak wordt opgerigt , en de snijpunten van 
9aR loodlijn met het oppervlak des. bols moeten de punten wezen, waar- 
Tm P' de horizontale projectie is; de verticale projectiën dezer punten 
Bdlen dus de gevraagde zijn. Om deze snijpunten te bepalen , laat men , 
fDigens de eerste leerwijze van § 177, uit het middelpunt (M% M'') eene 
kodlijn (M'F', M^'R'') op deze snijlijn vallen; daar nu deze loodlijn. 
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omdat de snij lijn loodregt is op het liorizontale vlak, evenwijdig aan 
hetzelve moet loopen, is (F, R*') derzelver voet, en M'F derzelver wer- ^ 
kelijke lengte. De regthoekszijde van den regthoekigen driehoek, waarvan , 
de straal des bols de hypothenusa, en deze werkelijke lengte de andei« } 
regthoekszijde is , zal diis kunnen geconstrueerd worden , door uit P^ op . 
FM' eene loodlijn FP op te rigten , welke dan de afstand is , waaxop da ^. 
begeerde snijpunten zich van het punt (F , K'') moeten bevinden. Daar 'T] 
nu deze afstanden, van het punt (F, R^') af, moeten worden uitgoit ^ 
op de snijlijn des bols, en deze in dit geval evenwijdig is aan het vir- '^ 
ticale vlak , zullen deze afstanden zich in derzelver ware grootten op iMt <.!i^ 
verticale vlak projecteren. Maakt, men dus R"F' = PT , dan zaiüm. f" 
F' de verticale projectiën der snijpunten, en dus de verticale projectie ^ 

wezen van de punten in het oppervlak des bols , waarvan F de hon- 

zontale projectie is. ' '7~ 

Op eene dergelijke wijze , zal men ook de horizontale projectie kunim |^ 
bepalen , wanneer een punt in het verticale vlak als de verticale piojectiéi~T 
van eenig punt in het oppervlak des bols wordt aangenomen. ^ 

$ 181. Werkstuk. De doorsnede can een plat vlak met een* hol te eonatrwerm*. L« 

Dewijl de doorsnede van een plat vlak met een* bol, een cirkel ilrL_ 
zoo zal het er slechts op aankomen , het middelpunt en den straal via f"" 
dezen doorsnijdingsdrkel te bepalen. Laat men nu uit het middelpnal 
van den bol eene loodlijn neder op het gegeven vlak , dan zal de voil >. 
dezer loodlijn het middelpunt wezen van den cirkel, volgens walkflik 
het vlak den bol snijdt. Construeert men vervolgens eenen regthoekigpi^ 1^ 
driehoek , waarvan de werkelijke lengte dezer loodlijn eene der rngthctdan' m 
zijden, en de straal des bols de hypothenusa is, dan zal de andere ngftn^ 
hoekszijde de straal van den doorsnijdingscirkel zijn. Slaat men nu ink^ 
gegeven vlak om deszelfs horizontalen doorgang neder op het horizonfaüllr 
vlak, en beschrijft men uit het punt, waar het gevonden middelpnil 
alsdan komt te vallen, met den gevondenen straal eenen cirkel, danfl^l 
daardoor de grootte van de gevraag4e doorsnede, in derzelver betveik^' 
kelijke ligging ten opzigte van den horizontalen doorgang des gegenv^] 
vlaks , geheel en al bepaald wezen. •■ 

Is, b. v-, B'jBB" (fig. 85) het gegeven vlak en (M^ U") het middel- ^ 
punt van den gegevenen bol, düi is (§ 98) MV de werkelijke lengtA'': 
der loodlijn, die uit het middelpunt des bols op het gegeven vlak valtt ' 
terwijl y de voet dezer loodlijn , en dus het middelpunt van den g»- *l 
vraagden cirkel is. Beschrijft men nu den regthoekigen driehoek MKY^l ' 
waarin de hypothenusa MR gelijk aan den straal des bols, en de eenA 
regthoekszijde gelijk aan de loodlijn MV is, dan zal de andere legt* 
hoekszijde YR de straal van de gevraagde doorsnede wezen. Bij hèt '' 
nederslaan van het gegeven vlak om deszelfs horizontalen doorgang S^ \ 
op het horizontale vlak, komt (§ 92) het middelpunt V, waarvan ^f '\ 
en V'' de beide projectiën zijn, in v' te vallen; beschrijft men dus ni^ 
v' , met vV = YR als straal , eenen cirkel , dan zal deze de gevraagde 
doorsnede voorstellen , en wel in derzelver betrekkelijke ligging . t w ^ 
opzigte van den horizontalen doorgang des gegevenen vluks. 

Yolgens § 161 zal men verder de beide projectiën van de gevondan» 
doorsnede kunnen bepalen , wanneer het snijdende vlak WBW^ wcdur 
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)]^eslagen , en tot deszelfs oorspronkelijken stand teruggebragt wordt , 
in Tolgens $ 162 zal men de beide assen kunnen construeren van de 
^pseix , yolgens welke deze cirkel zich alsdan zal projecteren. 

S 182. Uit de opgegevene constructie, in de vorige J, zal ook terstond 
Mqken , of- het g^even vlak den bol al of niet snijdt. Wordt namelijk 
ie loodl^, die men uit het middelpunt des bols op het gegeven vlak 
nederlaat, kleiner dan de straal des bols, dan toont dit aan, dat het 
gegeven vlak den bol snijdt; wordt deze loodlijn gelijk aan den straal 
des bols, dan zal het vl^ den bol in den voet der loodlijn aanraken; 
en wordt deze loodlijn grooter dan de straal des bols , dan zal het vlak 
den bed noch raken noch snijden. 
$ 183- WsaKSTüK. Den hol te hepalen ^ He door vier gegevene punten gaat. 
Wanneer men door het midden van eene koorde eens bols, een vlak 
laat gaan, loodregt op die koorde, dan zal dit vlak door het middel- 
pnnt des bols gaan; want daar in dit vlak al d'e loodlijnen liggen, 
die uit het midden dezer koorde op dezelve kunnen worden opgerigt, 
zoo bevat hetzelve al de punten in de ruimte, die op gelijken afstand van 
de niteinden dezer koorde staan, en het moet dus door het middelpunt 
des bols gaan , dat ook op gelijken afstand van deze uiteinden gelegen is. 
Sjn. nu vier punten in de ruimte gegeven, waardoor men het op- 
penrlkk eens bols wil laten gaan, dan zal men, door een dezer punten 
met de drie overige te vereenigen, drie koorden des gevraagden bols 
vokrijgen; deelt men elk dezer koorden midden door (§ 67), en brengt 
men door het midden van elke koorde een vlak loodregt op dezelve 
(J 109) , dan zal , volgens het boven bewezene , elk dezer vlakken het 
aiddelpant van den bol bevatten; zoekt men dus (§ 80) het snijpunt 
deaer drie vlakken , dan zal dit het begeerde middelpunt wezen. Verder 
xal nwn den straal des bols kunnen bepalen, door (§ 57) den afstand 
te construeren tusschen het gevonden middelpunt en een der gegevene 
fimten. Beschrijft men dus eindelijk, uit elk der projectiën van het 
middelpunt, met den gevondenen straal eenen cirkel, dan zullen deze 
dikds de projectiën van den bol zijn , en binnen elk dezer projectiën 
moeten nu ($ 174) de gelijknamige projectiën der gegevene punten 
^el^en wezen. 

Het zal onnoodig wezen , deze algemeene oplossing door eene figuur 
op te helderen , dewijl alles tot vorige werkstukken is teruggebragt. 

5 184. Zijn drie der vier punten in het horizontale vlak gegeven , dan 
vmdt in dit bijzonder geval de oplossing zeer eenvoudig. 

Laat a', b', c' Tfig. 86) de drie punten zijn, gelegen in het hori- 
mntale vlak, en (d', IV^ het vierde punt, dan kan men een nieuw 
fcrtlcaal vlak aannemen, dat door een der drie punten, b. v. door a' 
en door het vierde punt (d', D") gaat; hiertoe trekke men a'd', welke 
tttt de nieuwe as van projectie zal wezen , en neme loodregt op dezelve, 
9df^=zdiy. Tiêkt men nu de lijn a'd'', dan zal deze lijn, die in het 
verticale vlak ligt, eene koorde van den gevraagden bol wezen. De 
ciricel, die door a', b' en c' gaat, is klaarblijkelijk een kleine cirkel van 
den gevraagden bol , en de loodlijn (m' , mq') , die uit het middelpunt 
m' van dezen cirkel op deszelfs vlak, dat is op het horizontale vlak, 
wordt opgerigt, gaat derhalve door het middelpunt van den bol. Daar 
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nu dit middelpunt ook moet gelegen wezen in het 'vlak p^'/'P't ^^ door 
het midden p'^ van de koorde a'd^' loodregt op dezelve gebragt vrordt, 
zoo zal het punt fm', m''), waar de loodlijn (m', mq") het vlak p^'^' 
snijdt , het begeerae middelpunt aanwijzen. De straal wordt nu gevon- 
den, door den afstand me/, van het middenpunt (m% m'^) tot een der 
gegevene punten </ te construeren. Worden dus eindelijk uit m' en m'', 
met m (/ als straal , cirkels beschreven , dan zullen deze cirkels de pro- 
jectiën van den gevraagden bol wezen. 

$ 185. Het algemeene geval, dat in § 183 behandeld is, kan door 
toepassing van voorgaande werkstukken , altijd tot het bijzondere geval 
▼an de voorgaande § worden teruggebragt. Men kan namelijk (§ 114) 
door drie der vier gegevene punten e^n vlak lalen gaan, en dit vlak 
als een nieuw horizontaal vlak van projectie aannemen , waarop men 

SlOl) het vierde punt projecteert; heeft men nu bepaald, waar deu 
ie punten, benevens de projectie van het vierde punt, komen te vallen, 
wanneer dit vlak om deszelfs horizontalen doorgang is nedergeslagen, 
dan kan men het nieuwe verticale vlak van projectie door het vierde 
punt en door een der drie overige laten gaan, en na deze voorbereidende 
constructie, zal men die van de voorgaande § kunnen toepassen. 

§ 186. Ten opzigte van dit werkstuk valt nog op te merken, dat, 
zal er een bepaalde bol aan voldoen, de vier gegevene punten niet in : 
een zelfde vlak moeten gelegen wezen. Liggen de vier gegevene punt» , 
in hetzelfde vlak, en niet in den omtrek vaneenen zelfden cirkel, dan 
is het werkstuk onmogelijk; liggen zij echter in een zelfde vlak, en kan . 
er om den vierhoek, die hen vereenigt, een cirkel beschreven word^a, 
dan zal er een oneindig aantal bollen bestaan , die aan de vraag vol-^ 
doen, en het werkstuk is dus onbepaald. j 

§ 187. Door de oplossing van dit werkstuk heeft men nu ook ge- 
leerd, een punt te bepalen, dat op gelijke afstanden vanjrier gegevene 
punten staat; en daar men de vier gegevene punten als de hodcpun|eA 
van eene driehoekige piramide kan aanmerken, heeft men ook het 
werkstuk leeren oplossen , om den bol te bepalen , die om* eene gege- 
vene driehoekige piramide kan worden beschreven. 

§ 188. Werkstuk. Ben Aak te construeren, dat eenen gegepenen hol in^ 
een gegeten punt aanraakt, 

Vereenigt men het gegeven punt met het middelpunt des bols, dan 
verkrijgt men den straal, die door dit punt gaat; brengt men" nu door 
het gegeven punt een vlak loodregt op dien straal, dan zal dit het 
begeei-de wezen. 

Is, b. V., (M\ M") (fig. 87) het middelpunt eens bols, en F de 
horizontale projectie van eenig punt in deszelfs oppervlak, dan is (§ 176) 
P" de verticale projectie van dit punt, en dus (P'M', V'W) de straal 
des bols, die door het punt (F', F^) gaat. Construeert men nu (§ ^09) 
een vlak WBW^ dat door het punt (F, F') gaat, en loodregt staat 
op den straal (FM% F'M'Q, dan zal dit vlak het begeerde rak^ida 
vilde wezen. ' 

$ 189. Men kan ook, om het rakende vlak te bepalen, een der 
projecterende vlakken van den straal, die door het gegeven punt gaai, 
als een nieuw projectievlak aannemen. 
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Is , b. V. , (F , F') (fig. 82) het gegeven punt , dan is MM'F het 
projecterend vlak van den straal, die door dit punt gaat, wanneer dit 
projecterend vlak om deszelfs horizontalen doorgang M'F op het hori* 
lontale vlak is nedergeslagen. Neemt men nu dit vlak MM'P als een , 
nieuw verticaal vlak van projectie, en dus M'P' als eene nieuwe as aan, 
dan is MP de nieuwe verticale projectie, en M^P' de horizontale projectie 
▼an den straal, die nu in het nieuwe verticale vlak gelegen is. Om dus 
het vlak te construeren, dat loodregt op dien straed door het gegeven 
punt gaat, behoeft men slechts uit P eene loodlijn op PM te trekken, 
dan zal dit de verticale doorgang wezen; en tr^t men uit het punt, 
waar deze verticale doorgang de as PM' snijdt, eene loodlijn op dezelve, 
dan zal men den horizontalen doorgang van het begeerde vlak verkrijgen. 
De verticale doorgang op het oorspronkelijke verticale vlak van projectie 
kan nu ook gemakkelijk bepaald worden. 

§ 190. Werkstitk. Door eene gegecene lijn een f lak te brengen , dat 
eenen gegefcnen hol aanraakt, 

In § 178 is geleerd, hoe men kan onderzoeken, of eene lijn éenen 
bol snijdt, raakt, of buiten denzelven valt; snijdt nu de gegevene lijn 
den bol , dan is de oplossing onmogelijk ; raakt zij den bol , dan zal 
er slechts één rakend vlak bestaan, dat volgens § 188 kan geconstrueerd 
worden ; ligt de lijn echter geheel en al buiten den bol , dan zullen er 
ook twee rakende vlakken bestaan, die aan de vraag beantwoorden. 

Om nu tot de oplossing van het werkstuk te geraken , verbeeldt men 
«ch, dat er een vlak door de gegevene lijn gaat, dat den bol aanraakt, 
dan moet dit vlak loodregt staan op den straal, die door het raakpunt 
gaat ; verbeeldt men ziek verder een vlak , dat door den straal van het 
raakpunt loodregt op de gegevene lijn gebragt wordt , dan zal dit vlak 
niet alleen loodregt staan op het rakende vlak, maar ook loodregt 
wezep op het vlak , dat door de gegevene lijn en het middelpunt des 
bols gaat, en zijne doorsneden met deze beide vlakken, zullen dus der- 
zelver standhoek vormen. Deze doorsneden , of de beide beenen van den 
standhoek, dien het rakende vlak moet maken met het vlak, gaande 
door de gegevene lijn en het middelpunt des bols, zullen klaarblijkelijk 
wezen: de loodlijn, die uit het middelpunt des bols op de gegevene 
lijn valt, en de raaklijn, die uit het voetpunt dezer loodlijn getrokken 
wordt aan den cirkel, volgens welken de bol gesneden wordt door het 
vlak , dat door het middelpunt des bols loodregt op de gegevene lijn 
gebragt wordt. Daar nu deze beide beenen van dien standhoek , met 
den straal van het raakpunt eenen regthoekigen driehoek vormen, zal 
het er slechts op aankomen, de lengte van de loodlijn te bepalen, die 
uit het middelpunt van den bol op de gegevene lijn valt ; want dan zal 
men dien regthoekigen driehoek, en dus ook dien standhoek kunnen 
construeren. Het werkstuk zal alsdan teruggebragt zijn tot het con- 
strueren van een vlak, gaande door de gegevene. lijn, en makende eenen 
gegevenen hoek met het vlak, dat door de gegevene lijn en het mid- 
delpunt des bols gaat f en daar er volgens § 126 twee vlakken bestaan, 
die hieraan beantwoorden , zoo zal men dan ook de twee rakende vlakken 
verkrijgen , waarvan hier boven gesproken is. 

Is, b. V., (A'S', A'nB'O (fig. 88) de gegevene lijn en (M', M") het 
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midddpimt yan den gegevenen bol, dan is (§ 110) (M'C, M^'C') de 
loodlijn, die uit het middelpunt op de gegevene lijn valt, en (§ 58) 
M'C de werkelijke lengte dezer loodlijn. Trekt men nu uit C de raaklijn 
CD aan de horizontale projectie van den bol, dan is M'CD een regt- 
hoekige driehoek, waarin de hypothenusa gelijk is aan de loodUjn M'C, 
en de eene regthoekszijde M'D de straal des bols is, zoodat MfCD de 
hoek zal wezen, dien het rakende vlak moet maken met het vlak, dat 
door h^t' middelpunt en de gegevene lijn gaat. Construeert men dus 

L117) het vlak E'.fiE", gaande door het middelpunt (M', M'') en 
r de gegevene lijn (A'S', A"B''), en vervolgens (§ 125) de vlakken 
FiF' en CöG", gaande door de gegevene lijn (A'B', A'^B") , en ma- 
kende met het vlak 1E/£E'^ den standhoek MCD, dan zullen F'J'F" 
en QfGQ^* de gevraagde rakende vlakken wezen. 

§ 191. De rakende vlakken kunnen ook geconstrueerd worden, door 
de punten te bepalen, waar zij den bol moeten aanraken. Hiertoe brengt 
men (§ 109) door het middelpunt des bols een vlak , loodregt op de 
gegevene lijn, en -bepaalt (§ 82) het punt, waar deze lijn dit vlak 
snijdt. Vervolgens slaat men dit vlak om deszelfs horizontalen doorgang 
neder op het horizontale vlak, en bepaalt (§ 92), waar het middelpunt 
des bols en het punt, waar de gegevene lijn diit vlak snijdt, aJisdan 
komen te vallen. Trekt men nu uit dit laatste punt raaklijnen aan 
den cirkel, die uit het nedergeslagen niuddelpunt, met den straal des 
bols, in het horizontale vlak beschreven is, dan zullen de raakpunten 
aan dezen cirkel de begeerde wezen; welke raakpunten echter met het 
vlak, dat door het middelpunt des bols loodregt op de gegevene lijn 
gebragt is, op het horizontale vlak liggen nedergeslagen. Bepaalt men 
dus (§ 95), waar de projectiën dezer raakpunten komen te vallen, 
wanneer dit vlak weder opgeslagen , en tot deszelfs oorspronkelijken 
stand teruggebragt wordt, dan zal men, door elk dezer punten en de 
gegevene lijn (§ 117) vlakken brengende, de gevraagde rakende vlak- 
ken bekomen. 

Men kan ook, na de . raakpunten bepaald te hebben, door elk dezer 
punten ($ 188) een rakend vlak aan den gegevenen bol brengen; want 
dan zullen beide deze vlakken door de gegevene lijn moeten gaan, en 
dus mede de begeerde wezen. 

% 192. De punten, waar de gevraagde vlakken den bol moeten aan- 
raken, kunnen ook nog op eene andere wijze bepaald worden. 

Neemt men name^jk een willekeurig punt in de gegevene lijn aan, 
en verbeeldt men zich, dat eene lijn, door dit punt gaande, zich zoodanig 
beweegt, dat zij altijd op den bol blijft rusten, dan zal deze lijn de 
beschrijvende lijn wezen van een kegelvlak (*), dat den bol volgens 
eenen kleinen cirkel aanraakt. Neemt men verder een tweede punt aan 
in de gegevene lijn, én verbeeldt men zich weder, dat eene lijn, door 
dit tweede punt gaande, insgelijks een kegelvlak doorloopt, dat den bol 



(*) Een fcayeiviafc ontsUat io het algemeen y door de beweging van «ene regie l^jn, die 
aitüd door een gegeToo punt gaat, eo op eene gegeTooe kromme I^n biyfi rasleo. OÓ regte 
it}n wordt alsdan de ft9«ohrt;vend« fijn, de kromme l^o de r»ytf</n, en het pont <!• (op 
van bei kegelvlak genoemd. 
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aanraakt, dan zullen dese twee lijnen tweemaal in zulk een* stand 
komen , diat nj elkander op het oppervlak des bols snijden ; en daar zij 
beide altijd loodregt staan op den straal des bols, zullen zij in elk dezer 
m^punten loodregt staan op denzelfden straal, en dus twee vlakken 
bepalen , die den bol aanraken , en tevens door de gegevene lijn gaan. 
Wanneer men nu deze twee snijpunten door eene regte lijn vereenigd 
denkt, verkrijgt men eene koorde des bols, die de gemeene doorsnede 
ii van de grondvlakken der beide kegelvlakken , of van de kleine cir- 
kds, volgens welke die kegelvlakken den bol aanraken. Het komt er 
dos slechts op aan, om deze gemeene doorsnede te bepalen; want deze 
bepaald xijnde, zullen de punten, waarin zij den bol snijdt, de begeerde 
raakpunten wezen. 

Hiertoe brengt men door het middelpunt des bols een vlak, even* 
vqdig aan het verticale vlak , en bepaalt het punt , waar de gegevene 
lijn dït vlak snijdt. Neemt men nu dit snijpunt als den top van het 
eene kegelvlak aan , dan zal het evenwijdige vlak dit k^elvlak snijden 
volgens twee betcfarijveiide lijnen, die evenwijdig zijn aan het verlicale 
vlak, en de cirkel, volgens welken dit kegelvlak den bol aanraakt, zal 
kiodregt staan op het verticale vlak; men zal dus de verticale projectie 
lan dezen cirkel verkrijgen , alsmede van alle lijnen , die in deszelfs 
flak gelegen zijn, door uit de verticale projectie van den top raaklijnen 
lan de verticale projectie van den bol te trdcken , en de raakpunten 
te veieenigen. 

Biengt men verder door het middelpunt des bols een vlak , evenwijdig 
lan het horizontale vlak, en neemt men het punt, waar de gegevene 
Iqn dit vlak snijdt, als den top van het tweede kegelvlak aan , dan zal 
Mt evenwijdige vlak dit kegelvlak snijden volgens twee beschrijvende 
Iqnen, die evenwijdig zijn aan het horizontale vlak, en de cirkel, 
lolgens welken dit kegelvlak den bol aanraakt, zal loodregt staan op 
bet horizontale vlak; men zal dus de horizontale projectie van dezen 
dikd verkrijgen, alsmede van alle lijnen, die in deszelfs vlak gelegen 
1^, door uit de horizontale projectie van dezen tweeden top raaklijnen 
lan de horizontale projectie van den bol te trekken , en de raakpunten 
te vereenigen. 

Daar nu de grondvlakken van beide kegelvlakken loodregt staan op 
iê projectievlakken , zijn deze grondvlakken niet anders dan de projec- 
tsroide vlakken van derzelver gemeene doorsnede: de verlicale projectie 
nn den eersten cirkel is dus de verticale projectie, en de horizontale 
pnjectie van den tweeden cirkel is de horizontale projectie van deze 
gnoeene doorsnede, of van de koorde des bols, waarin de gezochte 
laakpunten gelegen zijn. Construeert men dus eindelijk (§ 177) de 
ponten, waarin deze koorde den bol snijdt, dan zullen de raakpunten 
en dus ook de rakende vlakken bepaald wezen. 

J 198. Zijn de gegevene lijn en het middelpunt des bols in het ho- 
rizontale vlak gelegen, dan wordt in dit bijzondere geval de constructie 
»er eenvoudig. 

Laat b.Y. (M', M) (fig.89) het middelpunt des bols, en AfC de ge- 
gevene lign weMn. Neemt men nu het vlak, dat door het middelpunt 
dei bols loodregt op de gegevene lijn gebragt vn>rdt, als een nieuw 



S 195. 74 i 

▼erticaal vlak van projectie aan , dan ^al MfW, die loodregt slaat op \ 
A'C, de nieuwe as van projectie zijn, terwijl de cirkel M' de horizon- | 
tale en verticale projectie van den bol zal wezen ; en nu is het klaar , \ 
dat als men de raaklijnen BTR. en B'r trekt, de vlakken RB'A' en iWC 
de begeerde rakende vlakken zullen wezen. 

§ 194. Het algemeene geval kan altijd tot het bijzondere geval van ) 
de vorige § worden teruggebragt , door vooreerst (§ 117) een vlak te 
construeren, dat door «het middelpunt van den bol en door de gegevene \ 
lijn gaat, vervolgens te bepalen (§ 92), waar het middelpunt en de ge- i 
gevene lijn komen te vallen, wanneer dit vlak om deszeHis horizontalen . 
doorgang wordt nedergeslagen op het horizontale vlak, en eindelijk dit* ^ 
nedergeslagen vlak als het nieuwe horizontale vlak aan te nemen. 

§ 195. Werkstuk. Ve doorsnede can twee gegevene bollen te construeren. . - 

Het is klaar, dat de gevraagde doorsnede een cirkel is, en men zal 1 
dus den straal en het middelpunt van dezen cirkel moeten bepalen, | 
benevens het vlak, waarin dezelve gelegen is. < t 

Verbeeldt men zich daartoe een vlak, dat door de beide middelpunten j. 
gaat, dan snijdt dit vlak de bollen volgens groote cirkels; vereenigt men 
nu het snijpunt van de omtrekken dezer cirkels met de beide middel- \ 
punten, en deze laatste met elkander, dan ontstaat er een driehoek, L 
waarin de afstand der beide middelpunten de basis, en de stralen der je 
bollen de opstaande zijden zijn : de hoogte van dezen driehoek zal de L 
straal wezen van den cirkel , volgens welken de beide bollen elkander \ 
snijden. Wentelt namelijk het vlak, dat door de middelpunten gebragt ^ 
is, om de lijn, die dezelve vereenigt, dan zullen de groote cirkels, die | 
in dit vlak gelegen zijn , de oppervlakken der bollen beschrijven , terw^l k 
het punt, waarin derzelver omtrekken elkander snijden , den omtrek eens | 
cirkels zal doorloopen , die , tot beide oppervlakken behoorende , de ge- |] 
meene doorsnede der bollen is , en waarvan het vlak loodregt staat op de | 
lijn, die door derzelver middelpunten gaat. I 

Zijn nu, b. V., (M', M') en (N' W) (fig. 90) de middelpunten der | 
gegevene bollen, waarvan men de d!oorsnede wil bepalen, dan is (§ 57) 
MN de afstand dezer middelpunten; beschrijft men dus uit M en N , met ■! 
stralen MO en NO , gelijk aan die der bollen , cirkelbogen , die elkander 'i 
in O snijden, dan zal de loodlijn OP de straal, en P het middelpunt 
wezen van den cirkd , volgens welken de bollen elkander snijdein ; en . 
daar dit middelpunt F gelegen is in de lijn (M^', M^^^^), zal man \ 
deszelfs beide projectiën P en V' verkrijgen , door uit F eene Joodlijn ; 
op M^N', en uit V eene loodlijn door de as van projectie te trekken. 
Het vlak, waarin deze cirkel gelegen is, moet door het punt (P, P") 
gaan, en loodregt staan op de lijn (M'N', M^'N^'); hetzelve kan dus ' 
volgens $ 109 geconstrueerd worden. Merkt men echter op, 4&t het 
punt R% waar het verlengde van de loodlijn OP de horizontale projectie 
M'N' snijdt , een punt moet wezen van den horizontalen doorgang dezes 
vlaks, dan behoeft men, om deszelfs beide doorgangen te construeren ^ 
alleen uit R' eene loodlijn op MTN', en uit R eene loodlijn op M^N'' 
te trekken. Het vlak IMBiR!^ zal dus het vlak wezen , waarin de cirkel 
gelegen is , volgens welken de beide bollen dkander snijden. Slaat men 
dit vlak (S 92), om deszelfs horizontalen doorgang KIM ^ ophet horixontale- 
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vlak neder , dan zal het middelpunt (P', F^') van den doorsnijdingscirkel 
in p' komen te Tallen. Beschrijft inen dus uit p', met OP als straal, 
eenen cirkel , dan is hierdoor de gevraajgde doorsnede , zoowel in grootte , 
als in betrekkelijke ligging tot de lijn £l^f , geheel bepaald. Men zal 
echter, volgens § 162, ook de ellipsen kunnen bepalen, volgens welke 
deze doorsnijdingscirkel zich op beide vlakken projecteert. 

$ 196. De lijnen MO -en NO stellen in üg. 90 de stralen der beide 
bollen voor ; gebeurt het nu , dat MO -f- NO ='MN wordt , dan toont 
dit aan, dat de gegevene bollen elkander uitwendig aanraken; wordt 
MO —NO = MN , of MN -f- NO = MO , dan blijkt hieruit , dat de gegevene 
boUen elkander inwendig aanraken ; en wordt eindelijk MOH- NO -^MN, 
dan^zal dit aantoonen, dat de gegevene bollen geheel en al buiten elkander 
vallen, en dus elkander noch raken, noch snijden. 

$ 197. Heeft het bijzondere geval plaats, dat de beide middelpunten 
der boUeii in het horizontale vlak gelegen zijn , dan wordt het mid- 
delpunt en de straal van den doorsnijdingscirkel , benevens het vlak , 
waarin dezelve gelegen is, zoo gemakkelijk bepaald, dat het onnoodig 
is, hieromtrent eene verklaring te geven. Voor het overige kan het 
algemeene geval altijd tot dit bijzondere geval herleid worden , door 
een vlak, loodregt op het verticale vlak, door de beide middelpunten te 
brengen, dit vlak om deszelfs horizontalen doorgang op het horizontale 
vlak neder te slaan, en te bepalen, waar de beide middelpunten alsdan 
komen te vallen. 

$ 198. Werkstuk. De doorsnede can drie gegepene hollen te construeren. 

Heeft, men volgens § 195 het vlak geconstrueerd y waarin de doorsnede 
van twee dezer bollen gelegen is , en vervolgens het vlak , waarin de 
doorsnede ligt van een* dezer bollen met den derden , dan zal men (§ 73) 
de lijn kunnen bepalen, volgens welke deze twee vlakken elkander snijden. 
Deze lijn moet nu klaarblijkelijk door elk der drie gegevene bollen gaan, 
en men zal dus slechts ' (§ 177) de punten behoeven te bepalen , waar 
deze lijn een' der gegevene bollen doorsnijdt, welke alsdan de b^eerde 
snijpunten zullen wezen. 

Het zal onnoodig zijn, omtrent deze algemeene oplossing in verdere 
bijzonderheden te treden, dewijl alles tot de oplossing van vorige werk- 
stukken is teruggebragt. 

$ 199. Liggen de middelpunten der gegevene bollen in het horizontale 
vlak, dan wordt de oplossing zeer eenvoudig. 

Zijn, b. V., (m, m)^ (n, n) en (p, p) (fig. 91) de middelpunten der 
drie gegevene bollen, dan is ah de straal van den cirkel, volgens welken 
de bollen , die m en n tot middelpunten hebben , elkander snijden ; het 
vlak van dezen cirkel, als loodregt op mn zijnde, staat loodregt op het 
horizontale vlak, en heeft a b tot horizontalen doorgang. Even zoo is 
c k de straal van den cirkel , volgens welken de bollen , die n en p tot 
middelpunten hebben, elkander snijden, en het vlak van dezen cirkel, 
als loodregt op n p zijnde , staat insgelijks loodregt op het horizontale 
vlak, en heeft cd tot horizontalen doorgang. Het punt e', waarin de 
doorgangen ab en cd van deze twee loodregte vlakken elkander snijden, 
is een punt van derzelver gemeene doorsnede, en daar deze doorsnede 
ook loodregt staat op het horizontale vlak , zoo is e^ de horizontale pro- 
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jectie van alle punleu dexer doonnede, en dus ook van de punten, waarin 
dece ^ijn een* der -bollen snijdt, dat is, van de snijpunten der drie bollen. 

De horizontale projectie e' van de snijpunten der bollen gevonden 
zijnde , slaat men , om derzelver afstand tot het horizontale vlak te be- 
palen , een* der cirkels , waarin deze punten moeten gelegen wezen , om 
deszeli's middellijn neder op het horizontale vlak. Beschrijft men , b. v. , i 
uit k met c k als straal , eenen halven cirkel , en trekt men e ef lood- 
regt op cd, dan zal e een der snijpunten, en dus e e' de hoogte van \ 
dit snijpunt boven het horizontale vlak wezen. Het is klaar, dat het , 
andere snijpunt even ver beneden het horizontale vlak gelegen is, 
waarvan men zich kan overtuigen, door den halven cirkel, uit k be- 
schreven , te voltooijen. Men zal dus de verticale projectie der snijpunten 
verkrijgen, door uit ef eene loodlijn e' e op de as q r te trekken, foi . 
*e"=ree' te maken. ' ; 

$ 200. Elk der geconstrueerde snijpunten (e', e"), als in het opper- j 
vide van elk der bollen liggende, staat van de middelpunten tn, n en • 
p op afstanden, die gelijk zijn aan de stralen dier bollen. Men heeft j 
dus ook het werkstuk leei-en oplossen , om een punt te bepalen , dat van : 
drie gegevene punten op gegevene afstanden staat. ' 

§ 201. Als men de driehoeken amn, smp en cpn om de zijden -. 
m n , m p en p n laat omwentelen , dan zullen de punten a , s en c \ 
in ëén punt zamenkomen , en wel in het punt (e' , e^') , waar de bolkn l 
elkander snijden. Hierdoor zal eene driehoekige piramide ontstaan, waar- 
van m p n het grondvlak zal zijn , en waarvan de opstaande ribben de 
stralen van de gegevene bollen zullen wezen. De hoogte van deze pira- . 
mide zal de lijn ee' zijn , en daar men tevens al de zijvlakkeb van de 
drievlakkige hoeken dezer piramide kent, zoo blijkt liieruit, dat men door 
deze constructie ook het werkstuk heeft leeren oplossen, om de hoogte, 
de standhoeken , enz. van eene driehoekige paramide te construeren , 
wanneer de ^es ribben van dezelve gegeven zijn. 

§ 202. Het algemeene geval, dat in $ 198 is behandeld, kan altijd 
tot het bijzondere geval van § 199 teruggebragt worden, door vooreerst 
(§ 114) een vlak te construeren , dat door de drie gegevene middelpunten 
gaat, vervolgens te bepalen (§ 92), waar deze middelpunten komen te 
vallen , wanneer dit vlak om deszelfs horizontalen doorgang op het hori- 
zontale vlak wordt nedergeslagen , en eindelijk dit nedergeslagen viak 
als het nieuwe horizontale vlak van projectie aan te nemen. 

J 203. Werkstuk. Door een gegecen punt een cUk te construeren^ dat 
twee gegevene hollen aanraakt. 

Laat (M', M") (fig. 92) het middelpunt van den eenen bol, (N', N") 
dat van den anderen, en (A^, A") het gegeven punt zijn. Verbeeldt 
men zich nu een kegelvliak, dat om de beide bollen beschreven is, en 
hen dus beid^ aanraakt, dan zal de top van dit kegelvlak gelegen zijn 
in de lijn (M' N', M''N'^, die door de beide middelpunten gaat; het 
putat B% waar de gemeene raaklijnen aan de horizontale projectiën der 
bollen (*) de lijn M'N' snijden, zal de horizontale projectie van dezen 



(*) Om eene raakl^a aan twee gegevene cirkels te trekkeo , beachr^ft meo op de Iqn 
MN (flf. 9t), die haniie middelpvoleB vereenigt, eenen halten eirkel, en uil het middel- 
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top , en dua B" deszelfs verticale projectie wezen. Vereenigt men nu den 
top dezes kegelvlaks met het gegeven punt, en verbeeldt men zich door 
deze lijn (A^', A"B") twee rakende vlakken aan het kegelvlak, dan 
zal elk dezer rakende vlakken het kegelvlak volgens eene van deszelfs 
beachrijvende lijnen aanraken, en gevolgelijk zullen zij beide te gelijker 
tijd ook de beide bollen aanraken. Het werkstuk is dus herleid tot het 
construeren van een vlak, dat door de lijn gaat, die den top des kegel- 
vlaks met het gegeven punt vereenigt, en dat een' der gegevene bollen 
aanraakt. De beide rakende vlakken, die men alsdan volgens § 190 
verkrijgt, zullen tevens den tweeden bol aanraken. 

Hierbij valt nog op te merken, dat men zich twee kegelvlakken kan 
veibeelden , die om dezelfde twee bollen beschreven zijn. Het eerste omvat 
hen beide van binnen, en heeft deszelfs top in het verlengde der lijn, 
die da beide middelpunten vereenigt : de rakende vlakken aan dit kegel- 
vlak raken de beide bollen aan denzelfden kant. Het tweede kegelvlak 
omvat den eenen bol van binnen, den anderen van buiten, en heeft 
deszelfa top tusschen de beide middelpunten. Trekt men nu aan de 
horizontale projectiën der beide bollen, de twee inwendige raaklijnen, 
dan zal het punt G', waar deze lijnen elkander en de lijn M'N' snijden, 
de horixontale projectie wezen van den top dezes k^elvlaks, en deszelfs 
verticale projectie C'^ wordt verkregen, door uit C' eene loodlijn op de 
as te txeUcen , tot aan de lijn M'^'^ De twee rakende vlakken , die door 
de lijn (A'C, A''C'') aan dit kegelvak kunnen gebragt worden, raken 
ook dk der beide bollen ; maar zij raken den eersten aan den eenen , en den 
tweede- aan den anderen kant. Worden dus door de lijn (A'B', AfH'^ , 
zoowel als door de lijn (A'C , A!'Q^) , rakende vlakken aan een' der 
bollen gebragt, dan zullen deze vlakken ook den anderen bol aanraken; 
en als geen dc^ beide lijnen een' der beide bollen snijdt, zal men vier 



poBt M yn den groototen cirkel eenen drkelboog, met eeaen etraal MP. die gelqk ts ••» 
het verecbil der stralen van de twee gegerene cirkeli; rervolgens trekt men 'door het pont 
F, vaarin deze cirkelboog den halven cirkel iDqdt, den atraal MPR, en eindel^k HS, 
•veaiv^ig aan MB , dan iQn R en S de raakpunten , en b^gevolg R8 de gevraagde raaklJ^»* 
Om dit ia bewQsen. merke men op, dat hoek MPN, als in eenen halven cirkel staande, 
regt to . en dal , MP ;= HR — NS zgnde , MS = MR — UP = PR is. Daar na deie l^nen 
Itt en PR beide leodregt staan op PN , zoo is RPN9 een reglboek ; R9 slaat derhalve lood- 
isgi op de stralen MR en N8, en is dus eene raaklqn aan beide de cirkels. Door den 
kJven cirkel, op MN beschreven, te voltooijen. en beneden MN deconstructie te herhalen, 
lal men nog eene andere uitwendige raaklijn kunnen bepalen. 

BcschrJQft men nit M eenen cirkelboog met eenen straal MP't die gelijk is aan de som 
ia stralen van de twee gegevene cirkels; trekt men door hel punt P', waarin deze cir- 
kriboog den halven cirkel, op MN beschreven, snijdt, den straal P'R'H, en vervolgens NS' 
■veawijdig aan MR', dan zal R'S' eene der inwendige raaklijnen aan beide cirkels wezen. 
Ika sal dit op dezelfde w^ze als boven kannen betogen, door op te merken, dat hoek 
HP'N, als in eenen halven cirkel staacde, regt ia, en dat MP' = MR' -f. NS' z^nde, 
II9/=HP' — MR'^P'R' is. Het is klaar, dat men, op dezelfde wQze te werk gaande, 
Jltf eeoe andere inwendige raaklqn zal kunnoi bepalen, en dat er dus vier gemecne raak- 
TJaen een deze cirkels kunnen bestaan. 

ZQn de gegevene cirkels even groot, dan zal men de nitwendige raaklijnen verkregen, 
door nit de middelpunten, op de lijn, die dezelve Tereenigt, loodlijnen te stellen, en de 
pvnten , waar deze de omtrekken snijden , mat elkander te vereeoigeo. De inwendige 
raaklijnen zullen in dit geval de l\jn, die de middelpanien vereenigt, midden door deelen. 

Liggen twee cirkels geheel en al binnen elkander, dan bestaat er natuurlijk geen ge- 
Beene raaklQn aan dcizeivs; raken zü elkander inwendig, dan bealaat er óén ; snijden zQ 
elkander, dan beataan er twee; raken zij elkander uitwendig, dan bestaan er drie, en 
leo sQ geheel en «1 buiten elkander liggen, dan bestaan er vier gemeene raakllnen aaa 
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rakende ylakken verkrijgen, die aan de vraag beantwoorden: bij twee 
derzelve liggen de bade bollen aan denzelfden kant; bij de twee andere 
liggen zij aan verschillenden kant van het rakende vlak. 

$ 204. Werkstuk. Eea fUA te construeren^ dat drie gegecene Bollen 
aanraakt. 

Men onderstelle, dat er een vlak bestaat, dat te gelijker tijd de drie 
bollen aanraakt. Verbeeldt men zich nu een kegelvlak om de twee 
eerste bollen beschreven, en hen beide aanrakende, dan zal het rakende 
▼lak dit kegelvlak volgens eene van deszelfs beschrijvende lijnen aan- 
raken, en door den top des kegels gaan. Verbeeldt men zich verjier een 
tweede kegelvlak, dat om den eersten en derden bol beschreven is, dan 
zal het rakende vlak weder dit kegelvlak volgens eene van deszelfs be- 
schrijvende lijnen aanraken, en gevolgelijk dooj zijnen top gaan. Ver- 
beeldt men zich eindelijk een deide kegelvlak, dat den tweeden en derden 
bol omvat en aanraakt , dan zal het rakende vlak ook dit kegelvlak 
▼olgens eene van deszelfs beschrijvende lijnen aanraken, en door zijnen 
top gaan. De toppen der drie kegelvlakken zijn alzoo in het rakende 
▼lak gelegen; maar zij liggen ook in het vlak, dat door de drie mid- 
delpunten gaat, en dat de lijnen bevat, die de middelpunten der bollen 
▼ereenigen: deze toppen zullen derhalve te gelijker tijd in twee ▼erschil- 
lende vlakken, en dus in eene regte lijn gelegen wezen. Hieruit volgt, 
dat als men ($ 203) de horizontale en verticale projectiè'n van twee dezer 
toppen geconstrueerd heeft, de lijn, die deze twee toppen vereenigt, in 
het rakende vlak moet gelegen wezen, en dat het werkstuk alsdan is 
teruggebragt tot het construeren van een vlak, dat door eene gegevehe 
lijn gaat, en een* der drie bollen aanraakt. Heeft men nu (§ 190) 
dit vlak bepaald, dan zal hetzelve ook de beide andere bollen aanraken. 
Wil men het raiakpunt vóóraf bepalen , dan kan dit geschieden , door 
het snijpunt te construeren van de twee cirkels, die door twee der drie 
kegelvlakken , hebbende hunnen top in dezeli'de regte lijn , op denzelfden 
bol beschreven worden. 

S 205. Hierbij moet weder worden (^gemerkt, dat er altijd twee kegel- 
vlakken bestaan , die twee dezer bollen omvatten en aanraken , hebbende 
liet eerste zijnen top in het verlengde der lijn, die de middelpunteh. ver- 
eenigt, en het tweede zijnen top tusschen de beide middelpunten. Het 
is dus klaar , dat er in het geheel zes kegelvlakken zullen bestaan , die 
de gegevene bollen twee aan twee omvatten : drie dezer kegelvlakken zijn 
buiten om elke twee bollen beschreven , en de drie andere hebben hunnen 
top tusschen de bollen. De toppen dezer zes kegels zullen drie aan drie 
in vier regte lijnen gelegen wezen , door elk van welke men twee vlakken 
zal kunnen brengen, die de drie bollen te gelijker tijd aanraken, mits 
geen dezer lijnen een' der bollen snijdt. Er zullen dus in het algemeen 
acht verschillende vlakken kunnen bestaan, die aan de vraag beant- 
woorden: twee dezer vlakken zullen elk de drie bollen aan denzelfden 
kant aanraken, terwijl dé zes andere zoodanig zullen gelegen wezen, 
dat zij twee der bollen aan den eenen, en den derden aan den anderen 
kant aanraken. Snijdt eene of meer der vier lijnen een' der bollen , 
dan zullen er zes , vier , twee of geen rakende vlakken bestaan. . De drie 
bollen kunnen ook zoodanige stralen en zoodanigen stand ten opzigte 
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Tan elkander hébben , dat er een oneindig aantal rakende vlakken aan 
deielve bestaat. 

$ 206. Heeft het bijzondere geval plaats, dat de middelpunten der 
drie bollen in het horizontale vlak gelegen zijn, dan wordt deconstructie 
aeer eenvoudig. 

Zijn, b. V. , M, N en P (fig. 94) de gegevene middelpunten, dan 
iqn, volgens het boven gezegde, AG, FE, DE en DF de vier lijnen, 
loer elke van welke men , ter beantwoording der vraag , twee rakende 
^Uken aan eèn* der boUen moet brengen, en dit kan volgens § 193 
geadiieden. Elk dezer aldus geconstrueerde vlakken zal nu ook de beide 
andere bollen aanraken. Snijdt dus geen dezer vier lijnen een' der bol- 
lm, hetwelk in dit geval blijken zal, als geen dezer lijnen eene der 
horiaontale projectiën van de bollen snijdt , dLan zullen er acht vlakken 
bfataan , die aan de vraag voldoen. 

S 207. Het algemeene geval , dat in $ 204 en $ 20iS behandeld is , 
kan altijd tot het bijzondere geval van de vorige § herleid worden, door 
vmaneearst ($ 114) een vlak te construeren, dat door de drie gegevene 
middelpiinten .gaat , vervolgens te bepalen ($ 92) , waar deze middel- 
Bontai komen te vallen , wanneer dit vlak om deszelfs horizontalen 
doorgang op het horizontale vlak wordt nedergeslagen , en eindelijk dit 
nedergeslagen vlak als het nieuwe horizontale vlak van projectie aan 
te nonen. 

S 208. Uit het opgemerkte in § 204 en § 205 kaï) men nog besluiten, 
dat de ontmoetingspunten der raaklijnen , welke twee aan twee getrokken 
kannen worden aan drie cirkels (fig. 94), die in hetzelfde vlak liggen, 
in eene regte lijn zullen gelegen wezen; want verbeeldt men zich de 
drie hollen , waarvan deze cirkels de groote cirkels zijn , alsmede het 
vlak, dat hen alle drie aanraakt, dan zal dit vlak ook de drie keget> 
vlakken aanraken , die om de bollen , twee aan twee , beschreven zijn , 
en h^ zal door deneelver toppen A , B en C gaan ; maar deze drie toppen 
liggen ook in het vlak, dat door de drie middelpunten gaat: zij zijn 
alaoo in twee verschillende vlakken, dat is in derzelver gemeene door- 
snede, en dus in eene regte lijn gelegen. 

TrdLt.men aan dezelfde cirkels, twee aan twee, de inwendige raak- 
Ijnen, dan zullen de drie nieuwe snijpunten D, E en F dezer lijnen, 
twee aan twee in eene regte lijn met een der drie eerste gelegen wezen. 

De zes punten A, B, C, D, E en F zullen alzoo de snijpunten zijn 
nu de yier legte lijnen ABC, FEA, DEB en DFC. 
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$ 209. De Perspectief is de kunst , om op een gegeven vlak , gegeveni:. 
voorwerpen zoodanig voor te stellen, als zij zich wezenlijk uit een' gtf^l 
geven standpunt aan het oog zouden vertoonen. Om deze bepaling wdi J^ 
te verstaan, verbeelde men zich, dat al de lichtstralen-, die van eeiiig^= 
voorwerp tot ons oog komen , een tusschen liggend doorschijnend 
snijden , en in elk hunner doorsneden een' afdruk nalaten van de 
en den eigen* tint der punten , waarvan zij uitgaan , dan zal bet ge] 
dezer doorsneden op het vlak de volmaakte afbeelding van het voonrert 
vormen; zulk eene afbeelding nu van een voorwerp te verkrijgen, Il 
het doel , dat men zich in de perspectief voorstelt te bereiken. Hi< 
blijkt dus, dat de perspectief in twee bijzondere deelen kan worden o: 
scheiden: het eerste is, zuiver wiskunstig, en heeft ten doel de joi 
bepaling van elk der voor te stellen punten op het vlak, en dus vu|; 
de gedaante des voorwerps; het tweede houdt zich bezig met het (mdflÉ^^ 
zoek naar den tint van licht en schaduw, 'dien men aan elk ded 
afbeelding moet geven , en dit berust geheel op natuurkundige grondest 
Het laatste deel wordt iucht-ferspeetief, en het eerste regtUjnige perspeei 
genoemd. Het is de regtUjnige perspectief, meestal alleen onder den naatt 
van perspectief bekend , die hier in het bijzonder zal worden behandeü; 

$ 210. Dewijl het licht zich volgens regte lijnen voortplant, zal dé 
verzameling van al de lichtstralen , die van eenig voorwerp tot ons oog 
komen, eene piramide uitmaken, waarvan ons oog de top is. 

Volgens de bovengegevene bepaling, is het dus gemakkelijk in te zien, 
dat de regtUjnige perspectief alleen bestaat in het construeren van de 
doorsnede, welke een gegeven vlak maakt met eene piramide, waarvam li 
de top en het grondvlak gegeven zijn. Het oog is de top; het grondvak j ^ 
kan beschouwd worden, als te bestaan uit het oppervlak der voorwerpen, I : 
die men zich voorstelt af te beelden , en het snijdende vlak' is dat , • i 
waarop men teekent. 

De leerwijzen der beschrijvende meetkunst nu, geven de middelen aan 
de hand, om dit vraagstuk in zijne grootste algemeenheid op te lossen^ ë 
dat is, wanneer men zelfs wil onderstellen,, dat het vlak, waarop men, ' t 
de perspectief moet teekenen , een gebogen oppervlak zij. Gewoonlijk 
echter neemt men voor dit vlak een plat vlak aan, en dit zal dus ook 
hier gedaan worden. 

§ 211. Het vlak, dat men zich tusschen het oog en het voorwerp 

verbeeldt, en waarop, men de afbeelding verrigt, wordt het glas of /«- 

Jereel genoemd; de doorsnede van eiken lichtstraal met het glas, noemt 
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rspeetief Tan het punt , waaruit deze lichtstraal Toortkomt , 
verzameling van al deze doorsneden, of het beeld yan de 
es voorwerps, de perspeciifische teekening van hetzelve genoemd 
et geheel der constructiën , die er vereischt worden , om eene 
che teelcening van eenig voorwerp te vervaardigen , noemt meu 
fectief brengen van dat voorwerp. 

Het is klaar, dat er ook eene perspectivische teekening van 
werp zal ontstaan, wanneer men onderstelt, dat al de licht- 
lengd worden, tot dat zij een vlak ontmoeten, hetwelk, ten 
1 het oog, achter het voorwerp geplaatst is; alsdan zal het 
ter zijn dan het voorwerp. Wordt het vlak achter het oog 
dan zuUen de lichtstralen, door het oog verlengd zijnde, een 
beeld van het voorwerp op het glas afteekenen. 
Om nu een punt van eenig voorwerp in perspectief te blen- 
de stand van het oog, de stand van het punt en die van 
vlsik , dat men als glas aanneemt , ten opzigte van twee 
ikken, gegeven zijn, en dan zal het er slechts op aankomoL, 
>alen , waar de gezigtstraal , of de lijn , die uit het gegeven 
het oog wordt getrokken, het glas snijdt, 
en b. V. de perspectief vinden van het punt (P', F^') (fig. 95) 
3 B'JB'^ wanneer (X en Qf' de projectiën van het oog zqn, 
P', 0"P") de gezigtetraal, en het puüt (p', p"), waar deze lijn 
t glas snijdt, de begeerde perspectief; daar echter dit punt 
s geteekend moet worden, kan men daartoe het vlak WJSf&' 
an deszelfs doorgangen op het overeenkomstige projectievlak 
. Slaat men, b. v. , hetzelve om den horizontalen doorjaag 
het horizontale vlak , dan zal ($ 92) deze perspectief in p 
vallen. 

Staat het glas loodregt op de as van projectie, dan wordt de 
eenvoudiger. 

., (F, P') (fig. 96) het gegeven punt, (O', O') de plaats van 
TL B'^B'' het glas , dat nu loodregt door de as van- projectie 
is weder (OF, 0'T") de gezigtstraal, en (p', p") de begeerde 
, die in p komt te vallen , wanneer het glas om den verticalen 
B"^ op het verticale vlak wordt nedergeslagen. 
De constructie wordt nog eenvoudiger, wanneer men, zoo als 
geschiedt, het glas-zelf als verticaal vlak yan projectie aan* 
mt dan zal de perspectief van eenig punt gevonden worden, 
palen, waar de gezigtstraal, uit dit punt voortkomende, het 
luk ontmoet. 

V. , GS (fig. 97) het glas en tevens het verticale vlak van 

is verder het oog ((X, O'') vóór, en het gegeven punt (F, P'') 

glas geplaatst, dan zal (0'F, 0''F') de gezigtstraal, en dus 

de begeerde perspectief zijn , die nu in het glas-zelf getee- 

Er bestaat nog eene soort van pei^pectivische teekeningen, 
neu zeer veel gebruik maakt. Men onderstelt namelijk, dat 
p eenen oneindigen afstand van het voorwerp geplaatst is, 
dan de gezigtstralen evenwijdige lijnen worden , die een prisma 
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vormen , waarvan het oppervlak des voorwerps het grondvlak is. Wannee 
alzoo de rigting van deze lijnen gegeven is, wordt er tot het perspectievei 
der voornaamste punten van het voorwerp alleen gevorderd , om door dei 
punten, lijnen evenwijdig met de gegevene lijn te construeren, en d 
doorsnijding van deze lijnen met het glas te bepalen. 

Is , b. V. , (ATB', A"B'') (fig. 98) de gegevene rigting, en (F, FQ hé 
gegeven punt, dan zal (§ 37) (P'Q',F'Q") de gezigtstraal , en dus (§ M 
p de begeerde perspectief wezen. 

§ 217. De perspectief van eene regie lijn , wanneer het glas een pla 
vlak is, zal Sn het algemeen ook eene regte lijn wezen; want zij is d 
doorsnede van het vlak , dat door het oog en de lijn gaat , met he 
glas ; ligt echter het oog in het verlengde eener lijn , dan zal de pop 
spectief dezer lijn een enkel punt zijn, en wel het punt, waar s^ lie 
l^las snijdt. 

Om dus de perspectief van eene gegevene regte lijn te vinden , behoef 
men slechts twee punten van dezdlve in perspectief te brengen, en dm 
•perspectieven door eene regte lijn te vereenigen. Heeft de gegevene hjn 
«ene bepaalde lengte, dan zal men de perspectieven van derselver nik 
einden moeten bepalen , en deze door eene regte lijn vereenigen. 

-J 248. Om de perspectief te bepalen van een veelvlakkig ligchaam, 
v^aarvan de hoekpunten door derzelver projectiën gegeven zijn, brengl 
men al de hoekpunten in perspectief, en vereenigt de gevondene paN 
spectivische punten op dezelfde wijze , als de overeenkomstige punten iri 
■ae gegevene figuur vereenigd zijn. \ 

Dö perspectief van een der zijvlakken des^ ligchaams zal dus bestaMl 
«lit de perspectieven van de zijden dezes vlaks; het is klaar, dat alleen dh 
zijvlakken, welke evenwijdig loopen met het glas, gelijkvormig kunnei 
wezen ^an derzelver perspectieven. 

Meestal echter zijn de twee projectiën van het ligcfaaam, dat in pM 
spectief moet gebragt worden , niet onmiddellijk gegeven , maar wel Ü 
vorm van dit ligchaam , benevens de stand, dien hetzelve ten opzigti 
van het glas heeft , en het komt er dan op aan , om uit deze gegeveil 
de twee projectiën , die tot het perspectieven noodig zijn , te bepaUK 
Deze voorloopige bewerking kost in vele gevallen meer moeite, dui htl 
in perspectief bi'engen zelf. 'l 

$ 219. Wanneer het ligchaam , dat men in perspectief moet bnii- 
gen, ondoorschijnend is, zal het voorste gedeelte het andere aan bet 
oog onttrekken. Het zigtbare gedeelte van eenig voorwerp wordt vaÉ 
het onzigtbare afgescheiden door eene of meer lijnen , die men te zameil 
den schijnbaren omtrek van hetzelve noemt. De perspectief van dett 
schijnbaren omtrek eens voorwerps, is de omtrek van deszelfs- beeld of 
het glas. Zijn de voorwerpen , die men wil afbeelden , door platll 
vlakken begrensd, dan is het niet moeijelijk, om voor eenen bepaaldlA. 
stand van het oog, de zigtbare zijvlakken van de onzigti)are te onder* 
scheiden , en gevolgelijk de ribben te bepalen , die gezamenlijk dei 
fichijnbaren omtrek uitmaken. 

Ofschoon het in het algemeen onnoodig is, de punten, die tot bil 
onzigtbare gedeelte eens voorwerps behooren, in perspectief te brengen^ 
fls men echter veelal gewoon ,' bij het vervaardigen van regüijnig* 
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snpectieren , elk iroonfrerp alt dooitch^neiid te bocfaouweiif en dus 
lowel de ondgUmre ali de zigtbare lijnen in perspectief te biengen, 
xh de eente alleen met gestippelde lijnen aan te teekenen. 

S 220. Uit het Toorgaande is gebleken, dat men, strikt genomen, 
Ie bewerkingen der perspectief door middel van een der eenvoudigste 
erkstukken ($ 82) uit de beschrijvende meetkunst kan verrigten. Ofschoon 
a deae leerwijie de natuurlijkste en duidelijkste is , om de perspec^w* te 
siklaren, als uit derzelver bepaling eigenaardig voortvloetjer<' . , wordt 
g echter in het werkdadige nïH gevolgd , omdat er ftndere leerwijzeil 
otaan , die gemakkelijker en spoediger tot het doel geleiden. 

De stelling, die in de volgende § zal worden voorgedragen, is van 
ld belang ; zij geeft door hare gevolgen aanleiding tot vele bekortingen , 
1 is de grondslafS^ van eene leerwijze , die bij het maken van perspec- 
fische teekeningc;n algemeen gevolgd wordt. 

J 221. Wanneer eene Ujny die eenen willekeurigen ttand ien cptigie pmt 
ir gitu heeft y op heftelve in perspectief ivordt gehragty zal deze perspectief 
wr ke$ pnMt gaan^ waar eene lijn, die uit het oog evenwijdig 4un de gege^ 
m» lij» getrokken jtwrdty het glas ontmoet. 

Is namelijk O (fig. 99) het oog, 6S het glas, en PP^ de gegevene 
ja, dan zal (y, waar OC, evenwijdig aan PP', het glas ontmoet,. 
■I punt zijn van de perspectief der lijn PP'. Want het vlak, dat door 
et punt O en de lijn PK gaat, snijdt het glas volgens de perspectief 
eser lijn; de lijn 0& , die evenwijdig met PF is, en door het punt O 
aat, ligt klaarblijkelijk in dit zelfde snijdende vlak, en het punt C/, 
narin deze lijn het glas ontmoet , moet alzoo noodzakelijk gelegen zijn 
ft de perspectief der lijn PP'. 

S 222. Het is klaar, dat «het punt F, waar de gegevene lijn.PF het 
Itt ontmoet, mede een punt van derzelver perspectief is. Om dus eene 
on in perspectief te brengen, behoeft men alleen de punten te veree- 
f^gBn , waarin deze lijn , en eene andere , die uit het oog evenwijdig 
m dezelve loopt, het glas ontmoeten. 

S 223. • De perspectieven van de lijnen RK' , SS' , enz. , die evenwijdig 
AU PP' loopen , moeten , om dezelfde reden als in § 221 , ook door het 
nnt (y gaan; want de lijn OCK, die evenwijdig aan eene dezer lijnen 
Bopt, is tevens evenwijdig aan al de overige. Hieruit volgt dus, dat 
b perspectiefwen t^an evenwijdige lijnen in de ruimte y door een zelfde punt van 
m glas gaan, en wel door 'het punt, waarin de lijn, die uit het oog epen» 
9ij£g met deze lijnen getrokken is, het glas ontmoet. Zulk een punt woidf 
MB ifergaarpunt genoemd. 

S 224. Loopen al deze lijnen PP' , RR' , SS' , enz. , tevens evenwijdig 
HUI het glas, dan loopt ook de lijn OCy evenwijdig aan het glas. Hieruit 
«Igt, dat evenwijdige lijnen y die tevens evenwijdig aan het glas loopen y m 
trspeeiief evenwijdig zullen kijven , en dat de perspecti^ van elke- verticale 
if» mede verticaal is, 

J 225. Alvorens over te gaan tot nieuwe leerwijzen, om punten in 
lerspecüef te brengen, moet eerst gewag gemaakt worden van eenige 
imamingen , die hierbij worden aangenomen. 

De doorsnede GL (fig. 100) van het glas g s , dat verticaal staat , 
net het horizontale vlak HV, waarop men bijna altijd onderstelt, dat 
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de Yoocwerpen geplaatst zijn, wordt de grohiUjn genoemd. De vext 
cale projectie Qf' van het oog, of de voet der ïoodlijn, die uit hetzeb 
op het glas valt , noemt men het oogpunt. De lijn h n , die door h 
oogpunt evenwijdig aan de grondlijn getrokken is, en die de dooi 
snede voorstelt van het glas met een vlak , dat door het oog evenwijd 
aan het horizontale vlak gebragt wordt, noemt men den horisoa, I 
punten D en D', gelegen in den horizon, en zoodanig genomen, d 
0"D==(y'D' = 0(y' is, of gelijk aan den afstand, dien het oog va 
het glas heeft, worden dlstantiepuaten genoemd. Het is klaar, dat de 
punten ly en D de punten zijn , waarin horizontale lijnen , die u 
het oog getrokken worden, en met het glas hoeken van 45® maken 
hetzelve snijden. 

$ 226. Uit de voorgaande bepalingen , in verband met hetgeen i 
§ 221 gezegd is, volgt nog, dat elke Ujny die loodregt op het glas staai 
in perspectief door het oogpunt zal gaan; alsmede, dat elke horitontale Ujn 
die het glas onder eenen hoek van 45° snijdt y in perspectief door een dt 
distantiepunten zal gaan; en eindelijk, dat Cfenwijdige lijnen y die tepet 
evenwijdig aan het horizontale vlak loopen^ in perspectief door een zelfde pm 
4fan den horizon zullen gaan, 

§ 227. Om een punt in pempectief te brengen, kan men ook d 
perspectieven bepalen van twee lijnen, die elk door het gegeven pua 
gaan, want da& zal het snijpunt van de perspectieven dezer lijnen d 
perspectief van het gegeven punt zijn. 

Is, b.v., GS (fig. 101) het glas, GL de grondlijn en ((X, O") hi 
oog, zoodat CK' het oogpunt, en QfO de afstand van het oog tot hl 
glas is , dan zal de lijn h n , die door Of' evenwijdig aan GL getrokka 
wordt, de horizon zijn, en men zal het distantiepunt D verkrijgen 
door op den horizon de lijn Qf'UzszQtO te nemen. Is nu (F, F') hl 
punt, dat in perspectief moet gebragt worden, dan is F' de voet de 
Ïoodlijn, die uit het gegeven punt op het glas valt, en dus is (§ 221 
0''F' de perspectief dezer Ïoodlijn; neemt men nu Pp^zV^P^ en trek 
men F'p' evenwijdig aan GL , dan is (F», l*"p'0 ^^^ ^^V^ > die doo 
het gegeven punt gaat, en ($32) evenwijdig loopt aan het horizontal 
vlak. Deze lijn maakt, omdat PpzzzYP genomen is, eenen hoek vai 
45*^ met het glas, en snijdt hetzelve (§ 56) in p'^; de perspectief den 
lijn is dus (§ 226) Dp". Daar nu 0"F' en Dp'' de perspectieven ^ 
van twee lijnen, die elk door het gegeven punt gaan, Z09 is het 'snjy 
^unt p dezer perspectieven de perspectief van het gegeven punt. 

Had men het distantiepunt D ter linkerzijde van Cy genomen, da] 
£0u men Fp = YP ter regterzijde van P op de grondlijn hebben moetei 
uitzetten, en, de bovenverklaarde constructie volgende, zou men alsdai 
dezelfde {)erspectief p gevonden hebben. 

J 228. Men kan bij het toepassen der voorgaande leerwijze ook na| 
eenen anderen weg volgen. 

Laat weder h n (fig. 102) de horizon , Qf' het oogpunt , D he 
distantiepunt en ,(P', F') het gegeven punt zijn. Trekt men nu, ni 
Pp = FP genomen te hebben , de lijnen POf' en pD , dan is de eerst 
de perspectief van eene Ïoodlijn, die uit de horizontale projectie vai 
Jiet .gegeven punt op het glas valt, terwijl de tweede de perspectief i 
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\ui eene l^n , welke uit diezelfde horizontale projectie in het horizontale 
vlak getiokkiói is, en met het glas eenen hoek yan 45<^ maakt: het 
SDijpnnt jf der lijnen FQf' en ^D is dus de perspectief van de horizon- 
tale projectie van het gegeven punt. Wordt nu uit f eene loodlijn /p 
op de grondlijn getrokken, dan is deze loodlijn (§ 224) de perspectief 
van eene verticaal; die door het gegeven punt gaat; en d&ar (X'P" de 
pospectief is van de loodlijn , die uit het gegeven punt op het glas 
valt, zoo zal het snijpunt p dezer perspectieven de perspectief van het 
^ff^pnsn. punt wezen. 

J 229. Wanneer men beproeft, om eenig voorwerp, waarvan vooraf 
de beide projectiën bepaald zijn , volgens eene der hiervoren opgegevene 
Jserwijzeii ($ 214, $ 215, $ 227, $ 228), in perspectief te brengen, 
al men bevinden, dat de constructielijnen en de projectiën van het 
voorwerp op eene lastige wijze door de perspectivische teekening heen 
kopen. Men is namelijk bij het toepassen dezer leerwijzen genoodzaakt , 
om de beide projectiën van het voorwerp, ten opzigte van de projec- 
tievlakken, op derzelver natuurlijke plaats te stellen; immers door de 
beide projectiën van punten op twee projectievlakken , worden deze 
ponten in de ruimte op zich zelven en onderling bepaald, en zij zou- 
«n dus noch op zich zelven , noch onderling bepaald wezen , wanneer 
Bwn alleen de afstanden gaf, waarop elk hunner zich van de beide 
projectievlakken bevindt. Neemt men echter nog een derde projectie- 
vlak aan, dat loodregt op de beide eerste staat, en beschouwt men 
dns de punten in de ruimte ten opzigte van drie projectievlakken, die 
loodregt op elkander staan, dan zullen deze punten op zich zelven en 
onderling volmaakt bepaald wezen , door de afstanden , die zij van elk 
der projectievlakken h^ben; door middel van deze afstanden moeten 
dos ook die punten in perspectief kunnen gebragt worden, zonder dat 
ket noodig zij , derzelver projectiën op de natuurlijke plaats werkelijk 
te teekenen. 

Is, •!>. V., GH (fig. 103) het horizontale vlak, GS het glas, dat als 
verticaal vlak wordt aangenomen , en SH een tweede verticaal vlak , 
lat loodregt door de grondlijn GL gaat, dan zal eenig punt P in de 
nninte- volmaakt bepaald wezen , door de afstanden PV , P£ en PA , 
iraaxop hetzelve zich van elk dezer projectievlakken bevindt. Om deze 
afstanden te onderscheiden, wordt PV = LK de hoogte, P£=:LW 
de diepte, en PA=:IiB de breedte van het punt P genoemd; terwijl 
van de lijnen LS, LH en LG, waarop, van L af, deze afstanden 
gBBMten worden, de eerste den naam van schaal der hoogten y de tweede 
dioi van schaal der diepten, en de derde dien van schaal der breedten draagt. 
Worden nn de vlakken GH en SH, om de lijnen GL en LS, in het 
veilengde van het glas of in het vlak van teekening nedergeslagen , dan 
vl de adiaal der diepten LH in het verlengde van die der hoogten 
komen te vallen. 

S 230. Zijn nu LS, LH en LG (fig. 104) de schalen der hoogten, 
diepten en breedten van punten in de ruimte, en waarop dus de af- 
standen gemeten worden, die deze punten elk in het bijzonder hebben 
van bet horizontale vlak GH , van het glas GS en van een verticaal 
vlak SH, dat in L loodregt door de grondlijn GL gaat; is verder O 
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het oogpunt, OD de afstand van het oog tot het glas, en dos D het 
distantiepunt , dan merke men op , dat de l^nen GL en LS , of de 
schalen der breedten en hoogten, als heide in het glas liggende, h$ 
het in perspectief brengen geene verandering zullen ondergaan. Om dns 
LH, of de schaal der diepten, die in L het glas ontmoet, en loodregt 
op hetzelve staat , ook op het glas over te brengen , trekke men de 1^ 
LO, welke alsdan (§ 226) de perspectief van de schaal der diepten adi 
wezen. Deze lijn LO wordt eene wijkende schaal genoemd, omdat op 
dezelve de perspectivische of wijkende diepten van g^evene punten hi*... 
paald worden. 

Om nu het punt P , door middel van de afstanden LK , LW en LB^ 
die hetzelve bepalen, in perspectief te brengen, zette men vooreerst da , 
diepte LW = LW op de grondlijn uit , en trekke DW , dan zal , om- ■ 
dat DW (S 226) de perspectief van WW (*) , en OL de perspectief vn | 
LH is, w de persp<>ctief van W, en dus Lw de perspectief van LW>'^ 
dat is , de perspectivische of wijkende diepte van het punt W wezaa. j 
Trekt men daarna de lijn w v evenwijdig aan de grondlijn , dan is dort | 
lijn w V (§ 224) de perspectief van WV, en gaat dus door de p ersp ec ti df^ 
van den voet der loodlijn , di9 uit het gegeven punt op het horiaontali ^ 
vlak valt; wordt alzoo de breedte LB op de grondlijn uitgezet, en trdA j 
men de lijn BO, dan is BO ($ 226) de perspectief van BV, en dus ▼ dl^ 
perspectief van de horizontale projectie van het gegeveli punt. Zet mei|' 
eindelijk de hoogte LK op de schaal der hoogten uit , en trekt men K0ï ; 
dan is KO (§ 226) de perspectief van KA, en trekt men wq evenwüd%r 
aan LS , dan is (§ 224) w q de perspectief van AW ; wordt nu ut 4 ^ 
eene lijn evenwijdig aan de grondlijn , en uit v eene lijn loodregt op ^■ 
dezelve getrokken, dan is qp (§ 224) de perspectief van. AP', en Tp db 
perspectief van VP; het punt p, waar qp en vp elkander snijden, «A _ 
derhalve de perspectief van het gegevene punt zijn. 

Het is klaar, dat als men BÈ=:LK neemt, de lijn £0 trekt, tt 
uit V eene loodlijn op de grondlijn, het snijpunt p der lijnen £0 en pv - 
ook de begeerde perspectief zal aanwijzen ; want £0 is de perspectief vu 
EP, en vp de perspeclief van VP. 

De lijn w v is nu de perspectivische breedte , Lw de perspectiviicki 
diepte, en pv de perspectivische hoogte van het gegeven punt. 

§ 231. Daar het er slechts op aankomt, om de perspectief v vandn 
voet der loodlijn , die uit het gegeven punt op het horizontale vlak vah^ 
alsmede de perspectivische hoogte van het gegeven punt te bepalen, 
kan men bij het toepassen der voorgaande leerwijze nog eenen andentt 
weg volgen. 

Men neme namelijk LB gelijk aan de gegevene breedte , en trekkf ' 
BO, vervolgens neme men BV' gelijk aan de gegevene diepte, en tidÜkt : 



V'D, dan zal het snijpunt der lijnen V'D en BO de perspectief v 
den voet der loodlijn aanwijzen; want VD is de perspectief van V*¥t 
en BO de perspectief van BV. De perspectivische hoogte kas dan weder 
op gelijke wijze als boven gevonden worden. 



(*) 6y het oagatD deser eon»(ructi«\ dieot men d« Offuren lOS rn 104 UlkcDS m*t 
eIk«Bd«r ie Ttrf«l|}ktSt 
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J 232. Wordt het vlak SH (fig. 103) evenwijdig aan ach zeWen ver- 
plaatst, dan zal wel de breedte van het punt P, maar geensias deszelb 
hoogte of diepte veranderen. Men behoeft dus niet, om de perspecti- 
vische hoogte van het gegeven punt te vinden, desEeUs hoogte uit het 
pont L of uit het punt B op de grondlijn uit te zetten , maar men 'zal 
daartoe elk willekeurig punt 1/ (fig. 104) in de grondlijn kunnen nemen. 
Neemt men namelijk UK.' = LK, en trekt men L'0 en K'0, dan is 
I/O de perspectief van eene loodüjn op het glas, en bepaalt dus den 
4nkd van het verplaatste verticale vlak; is nu v geconstrueerd, en trekt 
nm uit het snijpunt van I/O met de lijn , die uit v evenwijdig met de 
frandlijn getrokken wordt, eene lijn loodregt op de grondlijn tot aan 
&'0, dan zal deze lijn insgelijks de perspectivische hoogte wezen. 

Uit h^ verhandelde in deze § volgt nog, dat alle punten in de lijn 
PA (fig. 103) dezelfde perspectivische diepte en hoogte zullen hebben , en 
dat de perspectief van elke lijn, die in het vlak PW gelegen, en gdijk 
en evenwijdig is aan PV, even zoo lang zal wezen als de perspectief 
van FV. Zoo is reeds uit de constructie gebleken , dat de perspectieven 
van FV en AW even lang zijn , en dit is ook daaruit op te maken , 
dat» het glas evenwijdig zijnde aan het grondvlak der piramide, waar- 
van het oog de top, en PVWA het grondvlak is, de doorsnede van 
het glas met deze piramide gelijkvormig zal wezen aan PVWA. 

S 233. In plaats van de uiteinden der hoogte van eenig punt telkens 
met het oogpunt te vereenigen, en dus de perspectief der hoogte te 
b^Mden door loodlijnen, die in deze uiteinden op het glas vallen, kan 
men de uiteinden der hoogte ook met een vnllekeurig punt van den 
horizon vereenigen, waardoor men (§ 226) de perspectieven verkrijgt 
van horizontale evenwijdige lijnen , die op eenen afstand , gelijk aan 
de hoogte , van elkander staan ; alle lijnen , die tusschen deze twee 
per^ectieven , evenwijdig aan de hoogte , getrokken worden , zullen nu 

r[)ectieven zijn van verticalen, die gelijk zijn aan deze hoogte, maar 
verschillende diepten achter het glas hebben. Heeft men dus het 
punt V (fig. 104) bepaald, en vereenigt men de punten L' en K^ met 
een willekeurig vergaarpunt V in den horizon, dan zal, als men uit 
V de lijn vw', evenwijdig aan de grondlijn, en uit w' de lijn w'q' 
evenw^dig aan L'K' trekt, deze lijn w'q' (§ 232) gelijk zijn aan de 
^eispectief van PV of AW (fig. 103) j vvant w'q' is de perspectief van 
eene lijn, die gelijk en evenwijdig is aan PV of AW, en in het vlak 
FW ligt. Men zal dus, door vpzsv/q' loodregt op vV uit te zetten, 
ook de begeerde perspectief van het gegeven punt verkrijgen. Het aan- 
nemen van een willekeurig vergaarpunt in den horizon \s alzoo een 
middel, om de perspectivische teekening van de menigte vergaarlijnen 
te bevrijden. 

S 234. Zoodra de stand van het oog bepaald is, is ook het vlak 
b^aald, dat door het oog loodregt op de grondlijn gebragt kan wor- 
doi y en dat men het oogtflak noemt. Het is dit vlak , dat men meestal 
voor het tweede verticale vlak aanneemt , en men bepaalt dus de punten 
in de ruimte , ten opzigte van het horizontale vlak , het glas en het 
oo^lak. Wordt nu het punt P (fig. 103) zoodanig bepaald, dan zal 
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alleen de breedte LB (fig. 104) in OB yeranderen , en het in perspectief 
brengen zal op dezelfde wijze j als boven aangetoond is, kunnen ge- 
schieden. 

Door de laatste leerwijze, die in $ 230 tot § 233 verklaard is, kan. 
men de perspectivische teekening geheel van de projectiën des voorwerp! 
en van de vergaarlijnen bevrijden , en het b daarom , dat deze leer- 
wijze , meestal de Uerwijie der wijkende schaal genoemd , altijd ge- 
volgd wordt. 

§ 235. Wanneer de afstanden der punten van eenig voorwerp tot de 
drie op elkander loodregt staande vlakken in getallen gegeven zijn, kan 
men op LG, LS en LH (fig. 105) de aangenomene eenheid eeniga 
achtervolgende malen overbrengen, en hierop dus werkelijke schalen der 
breedten , hoogten en diepten construeren. Vereenigt men nu , na IX> 
getrokken te hebben , de deelpunten op GL met het distantiepunt , ea 
de deelpunten op SL met het oogpunt; trekt men voorts uit de ptmtes 
a, b, enz., waarin IX) door de lijnen, naar het distantiepunt loopende, 
gesneden wordt , lijnen evenwijdig aan GL en SL , dan zullen de lijnen , 
die uit de punten L, 1, 2, 3, enz. van GL, naar het oogpunt loopen, 
wijkende schalen der diepten zijn, terwijl de lijnen, die uit de punten a, 
h,, enz. evenwijdig aan GL loopen, wijkende schalen der breedten y en d6 
lijnen, die uit de punlen a, b, enz. evenwijdig aan LS loopen, wijkende 
sehalen der hoogten zullen wezen. 

Heeft men nu vooraf, voor eene bepaalde eenheid, zulk een per- 
spectivisch net vervaardigd , dan kan men zeer gemakkelijk , door middel 
van hetzelve, de punten van eenig voorwerp in perspectief brengen, 
als de afstanden dezer punten tot de drie vlakken in getallen gege- 
ven zijn. Is, b. V. , de diepte van een dezer punten 2, de breedte 5, 
en de hoogte 3 eenheden, dan blijkt uit het perspectivisch net, dat Ui 
de wijkende diepte, bq de wijkende breedte, en bs de wijkende hoogte 
van het gegeven punt is , en dat men dus , door p q = b s loodregl 
op q b uit te zetten , de begeerde perspectief p van hetzelve zal ver- 
krijgen. 

§ 236. Het kan somrijds gebeuren, dat men het oog zoo ver van hel 
glas onderstelt, dat het distantiepunt buiten de teekening valt. Om 
in zoodanig geval, de deelpunten a, b, enz. op de lijn OL te vinden^ 
voor een aantal van m eenheden op de grondlijn , neemt men op den 
horizon zoodanig evenmatig deel van OD, dat het punt d binnen de 

1 

teekening .valt. Is nu Od =-0D genomen, dan verdeelt men elk 

der eenheden op de grondlijn in n gelijke deelen , en vereenigt deze deel 
punten met het punt d, dan zullen deze lijnen door derzelver snijding 
met OL klaarblijkelijk ook de deelpunten a, b, enz. aanwijzen. 

§ 237. Wanneer de diepte , breedte en hoogte van eenig punt in ge- 
tallen gegevefi zijn, en de lijnen LO en DO (fig. 104) mede in dezelfde 
eenheden bepaald zijn , zal men ook de perspectivische of wijkende diepte, 
breedte en hoogte van dit punt kunnen berekenen. Stelt men namelijl 
kortheidshalve LO = w, OD = a, LW = LW=:d, LB = b, LKsr 
B£;=h, Lw = d', wvs=l/ en vp=h' eenheden, dan zsd het ei 
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stecfatfl op aankomen , om d% 1/ en h' in w, a, d, b en h nit te drukken. 
Hiertoe heeft men Tooreertt 

d' : d=:w — d" : a, 

waaruit df = . « w , en dus w — d' = — ?• w : 

a + d a-4-d ' 

j verder is nog 1/ : b=h' : h = w — d' : w, 

waaruit b^= — . b= - »b, 

w a + d 

,, w — d' , a u 

w a-Hd 

J S38. Om een voorbeeld te geven van de toepassing der teerwijze, 
fie in § 230 tot § 233 verklaard is, stelle men zich voor, een regthoekig 
faiallelopipedom in perspectief te moeten ^rengen, waarvan een der zij- 
vlakken evenwijdig loopt met het glas. 

Laat daartoe Oh (fig. 106 a) de grondlijn , OG de horizontale door- 
buig van het oogvlak, M^'FQ^ de horizontale, en M'^R^T^F' de 
mrticale projectie van het parallelopipedum wezen, dat nu ondersteld 
bn worden ; achter het glas te staan , wanneer men zich verbeeldt , dat 
•JM achterste gedeelte van het horizontale vlak om de lijn OL naar 
beneden is omgewenteld, tot dat hetzelve in het verlengde van het glas 
Ügt Laat verder GL (fig. 106^) de grondlijn, HN de horizon, O 
Ittt oogpunt en D het distantiepunt zijn. Neemt men dan OM gelijk 
aan den afstand , waarop het naaste zijvlak des ligchaams van het 
oogvlak staat, en maakt men MM' gelijk aan den afstand, waarop 
ket voorste zijvlak des ligchaams van het glas ligt; zet men vervolgens 
IFN' gelijk aan de diepte, en MQ gelijk aan de breedte des ligchaams, 

Sde grondlijn uit , dan zal , door M' en N' met het distantiepunt , 
en Q met het oogpunt te vereenigen , en uit n en m lijnen 
wenwijdig aan de grondlijn te trekken , de vierhoek n m q p ontstaan , 
^ de perspectief van het grondvlak des ligchaams zou wezen, wan- 
neer men hetzelve ondersteld had op het horizontale vlak te staan. 
Neemt men nu op de schaal der hoogten , die uit een willekeurig punt 
L vaii de grondlijn, loodregt op dezelve, getrokken is, F'L gelijk aan 
^ hoogte, waarop het grondvlak des ligchaams boven het horizontale 
vlak ligt, en verder F'T'' gelijk aan de hoogte des ligchaams, dan 
al men, door de punten L, T" en F' met een willekeurig vergaar- 
pont V ' in den horizon te vereenigen , de lijnen m q en n p te ver- 
lengen, en uit q' en potloodlijnen op de grondlijn te trekken, de per- 
JVectivische hoogten van de hoekpunten des ligchaams bepaald hebben. 
Tiekt men dus eindelijk uit n, m, q en p loodlijnen op de grondlijn, 
en uit p^', q'', u'' en Xf^ lijnen evenwijdig aan dezelve, dan zal de 
dooxroijding dezer lijnen de begeerde perspectivische teekening van het 
paraUdopipedum opleveren. 

Door op te merken, dat de lijnen RS, TU, MN en QP naar het 
oogpunt moeten loopen, zal men verschillende lijnen in de constructie 
kunnen uitwinnen, tenzij men dezelve trekken wil, om de deugdelijk- 
heid der constructie te beproeven. 
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§ 239. ^Vil meu het ligchaam in penpeclief brengen, in de onder* 
slelling, dat hetzelve, even hoog boven het horizontaie vlak blijvende, 
eenen anderen stand heeft, ten opzigte van het glas en het oogvlak, ' 
dan zal men, in plaats van de horizontale projectie M'N'P'Q' (fig. 106a) 
te verplaatsen , tot dat zij ten opzigte van de lijnen Oh en OG dflo 
begeeiden ütand aanneemt , alleen eenen regten hoek YlO'Qf om de 
horizontale projectie behoeven te beschrijven, ten opzigte van welken 
zij denzelfden stand heeft, en vervolgens uit de punten M', N', P' en Q^ 
loodlijncn op Of\I en OfQ/ neder te laten, welke loodlijnen alsdan djs 
afstanden zullen aantoonen, waarop de hoekpunten des ligchaams zidi . 
van het glas en het oogvlak bevinden, terwijl de hoogten dezer punteo 
boven het horizontale vlak dezelfde zijn gebleven. Door middel van de» 
a&tanden zal men dan, op bovenverklaarde wijze, elk der hoekpunten 
in perspectief kunnen brengen, en deze perspectieven behoorlijk vem 
eenigende , zal men de perspectief van het ligchaam in den gegevenea 
stand verzijgen. 

$ 240. De cirkel is eene figuur , die men dikwijls in perspectief moet ; 
voorstellen; dit kan vooreerst geschieden, door veradieidene willekeoiige - 
punten van den omtrek des cirkels in perspectief te brengen, en aladaa ^ 
de begeerde kromme lijn' uit de band door deze geconstrueerde puntn '^ 
te trekken. ' Men kan echter spoediger en gemakkelijker te werk gaaSy \ 
door om den cirkel een vierkant te beschrijven , in dit vierkant de beidt \ 
diagonalen te trekken , en vervolgens de vier raakpunten aan den cirkel, 
alsmede de snijpunten met de diagonalen, in perspectief te brengen-j 
deze acht punten zijn meestal genoegzaam , om de perspectief des ciikeli 
te bepalen. 

Laat, b. V., N (fig. 107) het middelpunt eens cirkels zijn, gelegen ia 
het horizontale vlak , ABGD het omgeschreven vierkant , AG en BD 
deazelfs diagonalen, en IK en LM de middellijnen des cirkels ', die di 
raakpunten vereenigen, dan is abcd de perspectief van het vierkant, 
en ac en bd zijn de perspectieven van deszelfs diagonalen, terwijl het 
snijpunt n de perspectief van het middelpunt des cirkels is. Trekt men 
nu door n de lijn ik evenwijdig met de grondlijn, en vereenigt mea 
/ met Qf\ dan zijn i,k,lenmde perspectieven van de vier raak- 
punten aan den cirkel; brengt men voorts de lijnen £G en FH in 
perspectief, dan zullen de punten e, f, g en h, waarin deoe per- 
spectieven die der diagonalen snijden, de perspectieven der vier overige 
punten wezen. Worden eindelijk deze acht punten uit de hand door 
eene kromme lijn vereenigd, dan zal men ten naastenbij de begeeide 
perspectief des cirkels bekomen. 

§ 241. Verbeeldt men zich de gezigtstralen, die uit al de ponten van 
den omtrek des cirkels naar het oog gaan, dan vormen deze gezigtstialol 
het oppervlak eens kegels, waarvan het oog de top b: de doorsnede van 
dezen kegel met het glas is de perspectief van den cirkel. Daar nu hat 
glas niet evenwijdig is aan den gegevenen cirkel, of aan het grondvlak 
des kegels , zoo zal deze doorsnede , of de perspectief des cirkels , hier eene 
ellips wezen, waarvan m 1 de kleine as, en dus het midden van ml het 
middelpunt zal wezen. 
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J 242. Door middel Yan elk der boven opgegerene leerwijzen , zal men 
altqd de perspectief vati eenig voorwerp wiskunstig kunnen construeren; 
editer geven de eigenschappen van de vloeistof, waardoor men de lig- 
diamen ziet , en de inrigling van het zintuig , waarmede men hen ziet , 
voor den stand van het oog en van het glas zekere grenzen aan, door 
«elke te overschrijden , eene perspectivische teekening niet het ligchaara 
toa voorstellen, dat haar heeft opgeleverd, en zelfs geheel valsrh zou 
vezen , al ware zij ook strengelijk naar de opgegevene regels geconstrueerd. 

De kennis dezer grenzen volstrekt noodzakelijk zijnde, om bij het 
poipectiviache teekenen de gegevens behoorlijk uan te nemen , zullen 
Mulve hier worden opgegeven.. 

J 243. De natuurlijkste stand om voorwerpen te beschouwen, is er zich 
KBgt t^;en over te plaatsen. Het oog moet dus gelegen wezen in het ver- 
tiode vlak, dat het glas of tafereel, waarop men teekent, in twee ge- 
l^ke deeilen verdeelt; het oogpunt, of de verticale projectie van het oog, 
ai dan gelegen wezen in de verticaal, die het glas in twee gelijke 
diclen verdeelt. 

{ 244. Onderstelt men den beschouwer op de natuurlijkste wijze ge- 
^tuUty dan zal het oog op de hoogte van een gewoon mensch boven 
Mt horizontale vlak verheven wezen; het oogpunt moet dus, volgens 
ds schaal, waarnaar men teekent, op deze hoogte boven de grondlijn 
gesnomen worden. Neemt men het oog hooger, en onderstelt men dus 
den beschouwer op eene verhevenheid geplaatst , dan wordt de teekening, 
die er ontstaat , eene iH>geMugt-perspectief genoemd. 

S 24tf. Men weet, bij ondervinding, dat het gedeelte van de ruimte, 
heürelk men overziet , begrensd wordt door eenen regten kegel , welks 
tophoek 90® is; maar de stralen , die zeer hellende zijn ten opzigte van 
hi oppervlak des oogs, leveren slechts een verward gezigt op, zoodat 
het gedeelte van de ruimte, dat men duidelijk overziet, slechts moet 
besdiouwd worden , als begrensd te zijn door eenen regten kegel, die 
emen tophoek van 30<* heeft. 

» Men besluit uit deze laatste grens, dat, zal eene teekening duidelijk 
■n met eenen enkelen oogopslag overzien worden, de gezigtstralen , die 
uit de uiteinden van hare grootste afmeting naar het oog gaan ^ geene 
koeken mogen bevatten , die grooter zijn dan W*. Daar nu van eenen 
gd^kbeenigen driehoek, welks tophoek 30<> is, de hoogte ten naastenbij 
het dubbel van de basis is , zoo volgt hieruit , dat de afstand van het 
oog tot het glas, niet minder mag wezen, dan tweemaal de grootste 
ifiDMting der teekening , hetzij de hoogte of de breedte. 

Het is om deze redenen, dat als men een gebouw in zijn geheel wil 
ovemen, men zich altijd op eenen afstand van hetzelve moet plaatsen, 
die het dubbel is van de hoogte dezes gebouws, of van deszelfs breedte, 
100 die de hoogte overtreft. 

Voor zeer kleine teekeningen moet de voorgaande regel zoodanig ge- 
WQzigd worden , dat de afstand van het oog tot het glas nimmer minder 
dan twee palmen mag genomen worden , omdat een gewoon oog zooda- 
nige teekeningen op eenen kleineren afstand niet duidelijk kan overzien. 
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§ 246. Dewijl het licht zich in eene gelijkslachtige middenstof vol- . 
geus r^te lijnen en naar alle zijden verspreidt, zullen de stralen, dit 
van een lichtend punt uitgaan, de geheele ruimte vervullen, indien «ft- 
zich nergens eenig ligchaam bevindt, dat hen in hunne rigting b»- -^ 
lemmert. Bevindt er zich echter in deze ruimte een ondoorschijnend y: 
ligchaam, dan worden de stralen, die hetzelve ontmoeten, tegenge-<^ -~ 
houden, terwijl de overige hunnen weg vervolgen. £r zal dus achtflC ^ 
het ondoorschijnend ligchaam een gedeelte van de ruimte bestaan, dat § 
geen licht ontvangt, en het is dat gedeelte, hetwelk men de sekëdnm ^ 
des ligchaams noemt. In de gewone wijze van spreken , alsmede in ds «j 
perspectief, verstaat men echter door schaduw, niet de geheele ruimte,, i 
die door den stand van een ligchaam vóór een lichtend punt van licht ! 
beroofd wordt, maar alleen de projectie van deze ruimte op het ap^ 'p 
pervlak, dat haar opvangt. Aldus wordt de volstrekte schaduw van "=• 
ligchamen, die door dè zonnestralen beschenen worden, op het opper* ^; 
vlak der aarde geprojecteerd, en vormt daar de bijzondere scbadow . 
dezer ligchamen. 

De theorie der schaduwen bevat, even als die der perspectief, twee 
bijzondere deelen : het eene bestaat in het bepalen van den omtrek der 
schaduwen, en dit behoort tot het gebied der zuivere wiskunst; het i 
andere houdt zich bezig met het onderzoek naar de zwaarte der tinten, ji 
die men aan elk deel der oppervlakken moet geven, op welke dess 
schaduwen vallen, en dit behoort tot de lucht-perspectief. Het Is 
over het eerste dezer deelen, dat hier in het bijzonder zal worden i 
gehandeld. . i 

§ 247. Bij meetkunstige teek^ningen, neemt men alleen het licht 
der zon in aanmerking, en beschouwt de stralen, die van de zon uitgaan, 
wegens dén grooten afstand van dit hemelligchaam , als onderling even- ; 
wijdig (*)' hunne rigting wordt dan door de projectiën van een' der 
liditstralen gegeven. "* 

§ 248. Wanneer zich nu in eene verlichte ruimte éec ondoorschij- 
nend punt bevindt, dan is het klaar, dat de lichtstraal, die op £t 
punt valt, zijnen weg niet kaïi vervolgen, en dat dédr, waar hij een 



(*) De stralen , die uit de uiteinden van de middellgn der ion tot een lelfd»- pant Taa 
de aarde itomen, maken met elkander eenen hoek ran alechta 8t'9". 
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oppervlak snijdt, hetwelk de lichtstralen opvangt, een niet-verlicht punt 
zal ontstaan. Dit laatste punt is alsdan de schaduw. van het eerste 
op dat oppervlak. De schaduw van een punt op eenig oppervlak 
-wordt derhalve gjevonden , door uit het punt eenen lichtstraal te 
trekken, dat is, eene lijn, die evenwijdig loopt met de rigting der 
lichtstralen, en het snijpunt te construeren van deze lijn met het opper- 
vlak , waarop de schaduw moet hepaald worden. Dit snijpunt is alsdan 
de gezochte schaduw. 

Dewijl , behalve de punten , gelegen in elk der beide projectievlakken, 
alle punten der ruimte door hunne projecliën worden voorgesteld, zoo 
kan de schaduw van een punt, of van eenig ander voorwerp, wanneer 
die schaduw niet op een dezer vlakken zelven valt, alleen door hare 
projectiën worden aangewezen. 

§ 249. Verbeeldt men zich, dat door alle punten eener regte lijn 
lichtstralen worden gebragt, dan liggen deze, als evenwijdige lijnen 
xijnde , die door eene zelfde lijn gaan , in een zelfde vlak , en de door- 
snede van dit vlak met eenig oppervlak bevat klaarblijkelijk de snij- 
punten van al deze stralen met dit oppervlak , dat is , de schaduwen 
van alle punten der regte lijn ; deze . doorsnede is alzoo de schaduw 
der regte lijn zelve. Moet men dus de schaduw van eene regte lijn op 
eenig oppervlak bepalen , dan brengt men door deze lijn een vlak , 
dat evenwijdig is met de rigting der lichtstralen , welk vlak schadum'lak 
genoemd wordt, en men bepaalt de doorsnede van dit vlak met het 
geg^en oppervlak. 

Is de gegevene regte lijn evenwijdig met de lichtstralen , dan is hare 
schaduw een enkel punt. 

Is het oppervlak, dat de schaduw opvangt, een plat vlak, dan b 
de schaduw eener regte lijn gp hetzelve, mede eene regte lijn, en 
wordt dus door twee punten bepaald. Om derhalve de schaduw van eene 
in lengte gegevene lijn op een plat vlak te bepalen , behoeft men alleen 
de schaduwen van derzelver uiteinden te bepalen , en deze door eene 
legte lijn te vereenigen. 

S' 250. Valt de schaduw van eene regte lijn te gelijkertijd op twee 
vlakken , b. v. op de beide projectievlakken , dan vertoont zij zich op 
het vlak van teekening als eene gebrokene lijn, wanneer namelijk het 
adiaduwvlak der gegevene lijn niet loodregt is op beide projectievlakken ; 
want in dit laatste geval is hare schaduw eene regte lijn , die loodregt door 
de as van projectie gaat (§ 33). 

S 251. De schaduw eener kromme lijn op eenig oppervlak , is de 
vereeniging der schaduwen , die al derzelver punten op dat oppervlak 
werpen. Zij is dus eigenlijk de doorsnede van het oppervlak, dat de 
schaduw opvangt, met een cilindervlak (*), dat de kromme lijn tot 
rigtlijn heeft, en waarvan de beschrijvende lijn evenwijdig is aan de 
rigting der lichtstralen. 



(*X K«0 eilindenrlak onUUat in het «Igeoeen door de beweging vao eene regte lyn . die 
elt^ eveawQdig buyft «an eeoe gege? ene Iqn , en op eene gegefeoe krooune Ign bigfi 
xiutea. De regte l(jn wordt aladan de hémhr^vndê lijn , eo de kromme l^n de rigtlijn 
Tta bet eUlnderflak gènoend. 
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$ 2tf2. Om de schadaw te bepalen, die een ligchaam op eenig op* 
pervlak werpt, verbeelde men zich dit ligchaam omhuld en omslotaii 
door een cilindrisch of prismatisch oppervlak, welka beschrijvende li^ 
evenwijdig is met de lichtstralen (*); de doorsnede van dit omhullenofe 
vlak met het opporvlak , dat de schaduw opvangt , is alsdan de omtfcft 
van de gezochte schaduw; want het is klaar, dat alle lichtstralen, diè 
binnen het omhullende vlak vallen, door het ondoorschijnend ligchaam 
worden opgevangen ,' en dat derhalve het gedeelte van de door het oaL 
hullende vlak ingeslotene ruimte , dat zich aan de niet-verlichte zijdi' 
van het schaduw werpende ligchaam bevindt, van licht beroofd is, ttli. 
alzoo in schaduw ligt. De geheele onbepaalde ruimte, die tusschen bét 
omhullende vlak g^egen is, wordt sehaduwUgchaam genoemd. ' 

Men ziet gemakkelijk in , dat de lijn , volgens welke het omhullendl 
vlak het gegeven ligchaam aanraakt, het oppervlak dezes ligchaaim 
in twee deelen verdeelt , waarvan het eene verlicht , en het andere nièi 
verlicht is , of in schaduw ligt. Eene schaduw , die zich als deze o^ = 
het ligchaam zelven bevindt , wordt de xijschadun^ , of de eigene êchadumf 
des ligchaams genoemd ; daarentegen noemt men de schaduw , die ddor 
een ligchaam op een ander voorwerp geworpen wordt , deszelfs lAijf^ ' 
gehaduw, 

S 253. Dewijl de omtrek der slagschaduw eigenlijk niet anders ii^ 
dan de schaduw der lijn, volgens welke het omhullende vlak het lig-^ 
chaam aanraakt, zoo is het klaar, dat het, bij de constructie der 
slagschaduw , voornamelijk op het bepalen dezer raaklijn aankomt ^ 
welker schaduw men alsdan volgens § 249 of $ 251 bepaalt. Deze lijn, 
die de grens tusschen licht en schaduw op het ligchaam aanwijst , wordt 
daarom ook de schaduwUjn des ligchaams genoemd. Bij ligchamen , die . 
door. platte vlakken begrensd worden , is het omhullende vlak een pri»t 
matisch vlak, en deszelfs raaklijn met het ligchaam is uit regte lijnen , 
namelijk de ribben , die schaduw werpen , zamëngesteld. Bij zoodanige 
ligchamen kan men meestal gemakkelijk de ribben onderkennen , die 
schaduw werpen ; is men daaromtrent echter in het ontekere , dan 
behoeft men slechts de schaduwen der twijfelachtige ribben te constro» 
eren , en men zal dan uit den omtrek der schaduw kunnen zien , 
welke ribbe door hare schaduw een deel van den omtrek der slaf^* 
schaduw oplevert. 

Tot opheldering van hetgeen over het bepalen der schaduwen ge^ 
zegd is, dienen de constructiën van de volgende werkstukken. 

S 254. "Werkstuk. De sehaduw eener regte lijn te iepalen. 

Is (A'B', A"B") (fig. 108) de gegevene lijn, en (U 1', I/' F) de rigttng 
der lichtstralen, dan lirenge men door de uiteinden (A', A") en (B',B'') 
der gegevene lijn , lijnen evenwijdig met de gegevene rigting , en zoeke 
de snijpunten G' en T/ van deze lijnen met het horizontale vlak , of 
in het algemeen met dat projectievlak , hetwelk het eerst door dezel^ 
gesneden wordt, dan is de lijn CT/y die deze snijpunten vereenigt, 
wanneer zij in een zelfde projectievlak liggen , de gezochte schaduw. 



(*) Wanneer het licht uit een enkel pnnt voortkomt « tal dit omhollende vlak orergafc 
io «enen kegel o( piramide, waarvan het lichtende pnnt de top ie* 
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Liggen echter beide snijpunten niet in een zelfde projectievlak , too 
ah, b. Y., met de lijn (B'^Effi^'K') plaato heeft, waar de door (Ë',E") 
pbragte liditstraal eerst het verticale vlak in F" snijdt, dan moet men 
oog de schaduw O van een ander punt (A',A'') zoeken, om de rigting 
van het gedeelte l/G, dat in het eene vlak gelegen is, tot aan de as van 
projectie te verkrijgen, en UGF*' zal dan de gezochte schaduw veezen. 

Werpt de lijn (A'B',A'^") hare schaduw op het vlak N'iVN", dan 
inndt men deraelver projectiën HT en H'T', door uit (A',A'f) en 

2^^ lichtstralen te trekken, en de punten (H^H") en (l\l"), waar 
B het gegeven vlak snijden , door eene regte lijn te vereenigen. De 
]j|a (BTE'fir'Er) werpt hare schaduw deels op WNK" , deels op het 
ferticale vlak. De projectiën van het eene deel zijn H'J^ en JEP'Kf' ^ 
tmnl de schaduw op het verticale vlak is F'K". 

S 15B. Wbbkstuk. Op een vierhoekig regthoekig prisma, dat met een 
Sftt optUumde tij f lakken tegen het verticale vlak rust, ligt een regthoekig 
parallelopipedum: men vraagt de eigene schadum en de slagschaduw te construeren. 

Laat (jB'aD^DB!'^') ffig. 109) het prisma, (iK'rjf , K"r'N"(y') 
kat parallelopipedum, en (L/1',L"1") de rigting der Uchtstralen zijn. 
Wat vooreerst net parallelopipedum betreft , merke men op , dat des- 
i^ onderste ribben {IKf,(y') en (KfT^a'N'), de bovenste ribbe 
(TJf , T") , benevens de verticale ribbe (T, T"N") schaduw werpen. De 
fichtatiaal, die door het punt (K^(yO gaat, snijdt het zijvlak {JB%E"B) 
b (F,F^, derhalve is F' de schaduw van het punt (K.',C)"). De 
schaduw van het punt (i, (X') is CV', en dewijl het schaduwvlak, dat 
door de ribbe (/K' , CX') gaat , loodregt op het verticale vlak is , zoo is 
ds lijn (yV de schaduw dezer ribbe; een gedeelte dezer schaduw ligt 
aboo in het verticale vlak, en het andere gedeelte, tot aan F', op 
bet prisma. Om te onderzoeken , waar de schaduw van het parallelo- 
pipedom eene ribbe van het prisma, b. v. (G% CG'') ontmoet, trekt 
men uit C eene lijn evenwijdig met de horizontale projectie des licht- 
Araals; hierdoor bepaalt men het punt (Q',Q") van de ribbe (K"F,0"N"), 
wdk punt zijne schaduw R" op de ribbe (C, CG") werpt. Verder 
liet men , dat deze ribbe (C , ^") de eigene schaduw begrenst , dewijl 
het zijvlak {OD, Cïi") door ge^ne lichtstralen getroffen wordt. Het 
gedeelte (C, CBj) van de verticale ribbe (C, (T/') werpt de schaduw 
GSU'y de driehodc DSC/ is in de horizontale projectie onzigtbaar, als 
door het parallelopipedum bedekt wordende. De ribbe {T^M, ly') werpt 
de schaduw TTW, en de ribbe (r,r'N") de schaduw VW. De scha- 
duw in de verticale ribbe, die door B' gaat, wordt op dezelfde wijze 
ah het punt B.'' bepaald. 

J 2tto. Webestuk. De schaduw te construeren van eenen hol, die op het 
horiwntale vlak ligt. 

Laat (M', M") (fig. 110) het middelpunt van den bol, en (I/l', L'T') 
de rigting der lichtstralen wezen, dan moet men (§ 253) eerst de 
kromme lijn bepalen, volgens welke een cilindervlak , welks beschrij- 
vende lijn evenwijdig is aan de rigting der lichtstralen, den bol om- 
vat. Deze lijn van aanraking is hier klaarblijkelijk een groote cirkel, 
welks vlak loodregt is op de rigting der lichtstralen. Men construere 
dns ($ 106) door het middelpunt een zoodanig vlak WBW\ en bepale 
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($ 181) desielfs doorsnede (dyËT", G'Df'^"^') met den boL 
men daarna door een genoegzaam aantal punten dexer doorsnede, 
evenwijdig met de lichtstralen, en bepaalt men de doorsnede 
lijnen met dat projectievlak, hetwelk zij het eerst ontmoeten , dan 
men daardoor de slagschaduw van den bol verkrijgen. Valt da 
schaduw op één der projectievlakken , dan zal de grens dezer 
eene ellips wezen; valt zij op beide projectievlakken, dan nxQeA 
greiv&en dezer schaduwen gedeelten van ellipsen zijn. De bo>^sn{ 
groote cirkel is tevens de grens van de eigene schaduw des bola. 

§ 257. In de afgehandelde voorbeelden b aangenomen geworden, 
de lichtstralen eenen scherpen hoek met het horizontale vlak 
en dat zij van de linkerhand des beschouwers invielen. OfschooB 
de rigting , die men aan de lichtstralen wil geven , geheel en al 
keurig is, zoo heeft men echter bij het bepalen der iii liiiilrfgiii 
meetkunstige teekeningen, zich hoofdzakelijk ten doel gesteld, om | 
voorwerpen voor te stellen, als op de gunstigste wijze verlicht te la^ 
dat is, in den wiskundigen zin des woords, zoodanig, dat men deidv 
duidelijk en klaar zien kan. Onderzoeken wij nu , wanneer dit jplaal 
vindt. Zeker niet op den vollen middag, wanneer de slagsdiadniiiij 
bijna geheel en al ontbreken, en het sterke, gelijkelijk verspreide lidi 
eerder verblindt, dan duidelijk maakt. Ook niet bij het op- of ondergul 
der zon, wanneer hei licht zwak, en de slagschaduwen uitermate nv 
lengd zijn; maar dan, wanneer de zon, tusschen het zenith en da 
horizon staande j hare stralen in schuinsche rigting op horizontale él 
verticale vlakken schiet. 

Wat ten tweede de zijde betreft, van waar het licht komen moet' 
om een voorwerp duidelijk en klaar te zien, zoo zal zeker niemaoi 
daartoe het voorwerp tusschen zich en de zon plaatsen, dewijl hij dd 
slechts de in schaduw liggende zijden beschouwt; ook zal men z^w 
standplaats niet onmiddellijk tusschen de zon en het voorwerp nemea, 
dewijl alsdan de slagschaduw des beschouwers op het bedoelde voo» 
werp zou vallen. Alen zal dus zulk eenen stand kiezen, waarbij wm 
het licht ter zijde heeft, en wel ter linkerzijde, om niet gehinderd tl 
worden door de slagschaduw der regterhand, die somtijds tot het vasthouda 
of tot het teekenen des voorwerps gebezigd moet worden. Het valt intoi 
schen niet te ontkennen, dat de handelwijze, om het licht van de linker 
zijde te doen invallen , slechts op het gebruik berust , en men zal da 
ook, in voorkomende gevallen, wel van dezeif regel mogen afwijken. 

§ 258. Omtrent de hoegrootheid van den hoek, dien de licht 
stralen met de beide projectievlakken moeten maken , kan geen be- 
paalde regel worden opgegeven. In allen gevalle moet men trachten 
aan de lichtstralen zoodanige rigting te geven, dat door de liggin; 
der schaduwen de krommingen en buigingen der verschillende vlakke 
des voorwerps duidelijk te voorschijn komen. Men is echter * gewoon 
twee bijzondere riglingen der lichtstralen aan te wenden, die ten op 
zigte van het gemak in de constructie eenige voordeelen opleveren. D 
eerste is die , waarbij de beide projectièn der lichtstralen met de as vai 
projectie hoeken van 45<^ maken, en stelt dus eenen lichtstraal voor 
die door het snijpunt van drie op elkander loodregt staande vlakkei 
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a;aat , en met elk deser vlakken gelijke hoeken van omtrent 35H6^ 
maakt. De tweede is die , waarbij de lichtstralen zelven hoeken van 4tf* 
met het horizontale vlak maken. Eenige voorbeelden zullen dit op> 
belderen. 

§ 259. Laat (MN, mn) (fig. 111) een regthoekig parallelopipedam 
ujn. Neemt men hier de rigting der lichtstralen zoodanig , dat denelver 
tiêide projectiën hoeken van 45° met de as van projectie maken , dan 
tnUcB de in M'N en NN' geprojecteerde ribben, schaduwen op het ho- 
riBontale vlak werpen, en de uitgevoerde constructiè'n toonen aan, dat 
hq èae aangenomene rigting der lichtstralen, de breedte gh of ki der 
«lagwhaduw , gelijk wordt aan de hoogte m'n van het pandlelopipedum. 

Ia fig. 112 is een regthoekig parallelopipedum voorgesteld, dat door 
9en kleiner overdekt wordt, en die beide tegen het verticale vlak mg- 
ken. Om de slagschaduw op het verticale vlak te verkrijgen, trekt men 
uit a , b en c lijnen^ evenwijdig met de verticale projectie van den licht- 
itraal, vervolgens zet men dB'=dB en eA'=eA op de as van projectie 
uit, eaoL eindelijk trekt men uit A^ en B' loodlijnen op de as van projectie 
sn uit h eene lijn evenwijdig aan dezelve, dan zullen de grenzen der 
icbaduw geheel en al bepaald wezen. ^HierJsij kan nog opgemerkt wor- 
den, dat lf = BG moet zijn. 

Niet alleen bij veelvlakkige ligchamen, maar ook bij zulke, die door 
gebogene vlakken begrensd worden, levert het aannemen van boven- 
vermelde rigting der lichtstralen eenige voordeelen op, waarvan fig. 113 
een voorbeeld geeft. Dez^ figuur stelt eenen hollen halven cilinder voor, 
die door eenen lialven cilinder van gelijken straal overdekt' is. De slag- 
Khaduw der ribbe (A, a'a) op het verticale vlak, valt in de lijn g4i , 
die de figuur midden doordeelt, en de schaduw der horizontale ribbe 
[AB , a b) komt op datzelfde vlak als een halve cirkel voor , die op a b 
als middelUjn beschreven is. Deze schaduw is inderdaad een elliptische 
boog , ontstaande uit de doorsnede van den cilinder met een vlak , dat 
door de schaduwwerpende ribbe evenwijdig aan de rigting der lichtstralen 
gebragt wordt. Men ziet echter , dat deze ellips zich als een cirkel 
projecteert, dewijl hare beide assen aan elkander gelijk zijn. 

§ 260. Deze weinige voorbeelden zullen toereikend zijn, om de voor- 
deden te doen zien, die uit het aannemen van lichtstralen, welker 
projectiën hoeken van 45° met de as van projectie vormen , voortvloeijen. 
Dit neemt echter niet weg , dat er ook eenige nadeelen aan verbonden 
zijn : deze bestaan • vooreerst in de te groote regelmatigheid der slag- 
sdiaduwen , die ligtelijk aanleiding tot misverstand kan geven , en ten 
andere daarin , dat men het niet in zijne magt heeft , om de slag- 
schaduwen naar het een of ander deel ó/Ê voorwerps heen , of van 
hetzelve weg te leiden. 

S 261. Het aannemen der lichtstralen , waarran fig. 114 een voor- 
beeld geeft, is bevrijd van dergelijke zwarigheden, en levert desniettemin 
zeer groote voordeelen in de constructie op. Het verlichte ligchaam is 
hier een regte cilinder, die op een regthoekig parallelopipedum rust. 
Aan de horizontale projectie OP van eenen lichtstraal, heeft men zoo- 
danige rigting gegeven, dat de slagschaduw ergens naar eene geschikte 
plaats wordt heengeleid ; daarbij is tevens aangenomen , dat de stralen 

1, 



met het horizontale vlak , of met humie horizontale projectie , 
hoêL yan 45* maken: hierdoor verkrijgt men het voordeel, dat i 
hoogte der schaduwwerpende voorwerpen gemakkelijk de lengte dei 
duw op het horizontale vlak kan gevonden worden , want deze 
zal nu gelijk zijn aan de hoogte des voorwerps boven het horiz 
vlak. Om dus in dit geval de slagschaduw te construeren , trek 
aan den cirkel, die de horizontale projectie ^e$ cilinders voorstelt. 
raaklijnen, evenwijdig met OP, en insgelijks uit Q en R twee 1 
evenwijdig met OP; neemt men nu RSsrQTsrn', dan kan 
door het trekken van lijnen uit de punten T en S, evenwijdig r 
projectiën der ribben van het paraflelopipedum , deszelfs schadu\ 
tooijen. Maakt men eindelijk OP gelijk aan de hoogte o o', en bes 
men uit P, met den straal des cilinders, eenen cirkel, die klaarbli 
door de eerstgetfokkene raaklijnen vrordt aangeraakt, dan zal de be 
slagschaduw bepaald wezen. 

Moesten er op het verticale vlak insgelijks slagschaduwen geconst 
worden, dan zou men wel is waar, door den voor het horizontal 
aangenomenen lichtstraal , geen b^zonder voordeel verkrijgen ; maa 
verhindert, om te onderstellen, dat op het vei-ticale vlak het lig' 
verlicht wordt in eene rigting, die onafhankelijk is van die op het 
zontale vlak. ' Men kan dus ook aan de verticale projectie der lichu 
eene willekeurige, dat is eene behoorlijke rigting geven, en aann 
dat de lichtstralen met deze projectie wederom hoeken van 45° n 

Vooral bij groote teekeningen , waar de platte grond en de op 
of de horizontale en verticale projectie, eUc afzonderlijk worden 
gesteld, zal het aannemen van lichtstralen, die hoeken van 4Ë 
hunne projectiën maken, aanmerkelijke voordeelen opleveren. 
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S S62. De kromine lijnen worden hoofdzakelijk in kromme lijnen van 
miele en van duUele kromming onderscheiden. Wanneer alle punten eener 
iopomme lijn in een zelfde ylak liggen , zoo aU b. v. bij den cirkel plaats 
vbdt, dan is zij ^ene kromme lijn van enkele kromming, of eene vlakke 
knmme lijn. Liggen de punten eener kromme lijn niet in een zelfde 
^tk, dan is zij eene kromme lijn van dubbele kromming. Wordt b. ▼. 
MB plat vlak, waarop eene kromme lijn beschreven is, gebogen of op- 
gnoÜ, dan veriLrijgt men eene kromme lijn van dubbele kromming; 
wtnt de kromme lijn neemt alsdan eene nieuwe kromming aan, die 
at de kromte ontstaat , welke men aan het vlak gegeven heeft. De 
vlakke kromme lijnen kan men zich verbeelden ontstaan te zijn, door 
«n punt , volgens eene zekere wet , op een plat vlak te doen bewegen ^ 
Uqft echter dat punt, gedurende zijne beweging, niet altijd in hetzelfde 
vlak, dan zal hetzelve, indien het werkelijk eene kromme lijn beschrijft, 
«ene kromme lijn van dubbele kromming voortbrengen. 

Eene vlakke kromme lijn kan ook in het algemeen beschouwd worden, 
•b de doorsnede van een plat vlak met een gebogen oppervlak; en eene 
kromme lijn van dubbele kromming , als de doorsnede van twee gebogene 
OMervlakken. De doorsneden van twee gebogene oppervlakken zijn echter 
Het altijd kromme lijnen van dubbele kromming. 

{ 263. Reeds in § 11 en 12 is aangetoond , hoe de projectiën eener 
boinme lijn gevonden worden, en dat door deze projectiën de kromme 
^a zelve ook volkomen bepaald is. De projectiën eener kromme lijn 
lollen blijkbaar des te naauwkeuriger zijn , naargelang men meer pun- 
ten van dezelve projecteert. Verder is het klaar, dat eene der projectiën 
VBa eene vlakke kromme lijn eene regte lijn zal wezen, wanneer het 
vltk der kromme lijn zelf een der projecterende vlakken wordt. Wan- 
Beer derhalve eene vlakke kromme lijn evenwijdig is aan een der vlakken 
van projectie, dan zal hare projectie op het andere vlak van projectie 
- eene regte lijn zijn , die evenwijdig loopt aan de as van projectie, terwijl 
de projectie op het eerste projectievlak de ware gedaante en grootte van 
de kromme lijn in de ruimte zal voorstellen. De projectiën van eene 
kromme lijn van dubbele kromming kunnen echter nimmer regte lijnen 
mrden, in welken stand de kromme in de ruimte ook moge geplaatst 
Bjn, dewijl anders de kromme lijn in een plat vlak zou moeten gele* 
gen wezen. 



. , - .<^ 



:, vv j 



'S 267. 100 

Zoolang men derhalve de vlakke kromme lijnen op zich zelven , en 
in geenerla verband met grootheden beschouwt, die in andere vlakken 
liggen, kan men de vlakken, die door de kromme lijnen bepaald worden, 
aU projectievlakken , en dus de kromme lijnen zelven als hare projectioi 
op dezelve aannemen; de andere projectiën liggen dan in de as van projectie 
($ 16). Zoodra men echter de vlakke kromme lijnen in betrekking tot andere 
grootheden beschouwt, heeft men daartoe beide projectievlakken noodig. Dit 
laatste zal bij de kromme lijnen van dubbele kromming altijd het geval wezen. 

§ 264. Wil men eene vlakke kromme lijn door hare beide projectiën 
bepalen , dan kunnen , dew^l al de punten der kromme in hetzelfdiB Tlak 
moeten liggen, slechts de projectiën van drie punten dezer kromme naw 
welgevallen worden genomen , en de projectiën der overige punten moe- 
ten alsdan zoodanig bepaald worden , dat deze punten in het vlak diar 
drie punten komen te liggen. Van elk dezer overige punten kan men dos 
slechts ééne der beide projectiën willekeurig aannemen, en de andere pn^ 
jectie moet dan volgens J 86 bepaald worden. Hieruit blijkt tevens, dat ~ 
men ook eene der beide projectiën der kromme geheel willekeurig^ 9 
van de andere projectie slechts drie punten kan aannemen; is echter fiel ' 
vlak gegeven , waarin de kromme lijn moet liggen , dan kan slechts co* ' 
van derzelver projectiën naar welgevallen worden aangenomen. 

S 265. Neemt men in elk der beide projectievlakken eene kromme l^i| 
aan, dan zullen deze krommen altijd de beide projectiën van eenigt 
vlakke kromme lijn of van eene kromme lijn van dubbele kronuning 
voorstellen, mits de beide uiterste van de loodiijnen, die uit al de pu»» 
ten dezer krommen door de as kunnen getrokken woeden, voor beidt 
dezelfde zijn. Neemt men in het eene projectievlak eene regt», en in hét 
andei^ eene kromme lijn aan , en zijn ook de beide uiterste van de lood« 
lijnen, die uit al de punten dezer lijnen door de as kunnen getrokkM 
worden, voor beide dezelfde, dan is men zeker, dat dit de beide projec- 
tiën zullen wezen van eene vlakke kromme lijn, welker vlak loodre0 
staat op dat projectievlak, waarop hare projectie eene regte lijn is. 

' $■ 266. Wanneer de stand of de aard eener geslotene kromme lijn in de 
ruimte zoodanig is, dat hare, beide projectiën W'V' en W'V' (fig, lUQ. 
insgelijks geslotene kromme lijnen zijn, zal men, om in geene dnbbel- 
zinnigheid te vervallen , de stukken (K'WT, R'^Wl") en (KTT,K"VT) " 
elk op eene verschillende wijze moeten teekenen , daar men anders in b^ ' 
onzekere zal wezen, of het puut S' met S^', da^ wel met s^' overeenstemt. 

§ 267. Snijdt eene kromme lijn eene andere kromme lijn, of een vlak, ' 
dan wordt de stand dezer kromme lijn ten opzigte van die andere kromme, 
of ten opzigte van dat vlak , bepaald door den hoek , dien z^ met die 
kromme of met dat vlak maakt. De kennis van dezen hoek staat in een 
naauw verband met de beschouwing der raaklijnen. 

£en oneindig klein gedeelte eener kromme lijn kan men als xflgt ! 
aanmerken , en zich alzoo verbeelden , dat de kromme uit een oneindig ! 
aantal oneindig kleine regte lijnen bestaat. Een zoodanig deeltje, dat • 
men een element der kromme lijn noemt, behoort blijkbaar ook tot eene j 
regte lijn , die ontstaat , wanneei- men dit element verlengd denkt. Zulk \ 
eene regte lijn noemt men eene raaklijn aan de kromme, en het ele- 
ment, dat zij met elkander gemeen hebben, haar raakfwiü 
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Ook ep de volgende wijze kan men zich een denkbeeld Tormen van eene 
raaklijn aan éene kromme lijn. Men Terbeelde zich, dat de kromme lijn 
door eene legte lijn in twee punten a en ^ gesneden wordt , waarvan het 
ttne, b. ▼. €y onbeweeglijk is. Draait men nu de regte lijn om dit punt 
aodanig, dat het punt h der kromme meer en meer tot het punt a na- 
dnrt, dan vallen dece punten eindelijk in elkander, en de regte lijn heeft 
op dien oogenblik «lerhts het pnnt a met de kromme gempf>n. In dezen 
tfind -wordt zij raaklijn aan de kromme in het punt a genoemd. 

Eene kromme lijn raakt eene andere aan , wanneer zij een element met 
hax gemeen he^, en dan is het verlengde van dit element raaklijn aan 
Imde krommen. Twee elkander rakende kromme lijnen hebben derhalve 
in het raakpunt eene gemeenschappelijke raaklijn. 

{ 268. I>B projectiè'n van een element eener kromme lijn zijn, als pro- 
jectiën van eene oneindig kleine regte lijn, ook oneindig kleine legte 
ïgnen , en maken gededlen nit van de projectiën der kromme lijn ; zij 
worden, verlengd zijnde, raaklijnen aan deze projectiën, en zijn dan niet 
inden y dan de projectiën van de raaklijn in de ruimte. Men verkrijgt 
dohalve de projectiën eener raaklijn aan eene kromme lijn in een ge- 
geven punty wanneer men in de projectiën van dat pnnt raaklijnen aan 
de projectiën der kromme trekt. 

5 809. De stand van de raaklijn aan eene kromme lijn is door het 
niücpnnt geheel en al bepaald; maar de stand van eene kromme Ifjn, die 
ene andere aanraakt, is zulks door het raakpunt alleen nog niet, zoo 
■Is men gemakkelijk inziet, wanneer men zich de eene kromme om de 
gemeenachappelijke raaklijn beweegbaar denkt. Zij behoudt alsdan in alle 
standen steeds hetzelfde element met de andere kromme lijn, derhalve 
lakAi beide kromme lijnen elkander ook in al deze standen aan. Die 
tfand, welken men bij het aanraken van twee kromme lijnen in het bij- 
mider in aanmerking neemt, zal in het vervolg ($ 271) nader beschouwd 
worden. 

5 970. Onder den hoek , dien twee elkander snijdende krommen mét 
dkander maken, verstaat men den hoek, welken de raaklijnen, in het 
a^pnnt aan beide krommen, met elkander vormen. Even zoo verstaat 
■m onder den hoek, dien eene kromme lijn met een vlak maakt, den 
hoek, wdken de raaklijn, aan de kromme in het snijpunt, met het vlak 
Bukt. Kan men derhalve in gegevene punten der kromme lijnen raak- 
l^nen aan dezelve trekken , en hare projectiën aanwijzen , dan zal men 
ook den bovenvermelden hoek volgens $ 72 kunnen bepalen. 

S 971. £en vlak, hetwelk eene raaklijn, in haar raakpunt met eene 
kmnme lijn, loodregt doorsnijdt, wordt een rtormaalflak der kromme ge- 
noemd, ^ke raaklijn heeft deiiialve haar eigen normaalvlak. Bij eene 
vlakke kromme lijn wordt de regte lijn , die in het vlak der kromme 
ligt, en uit het raakpunt loodregt op de raaklijn is getrokken , eene nor- 
maltijn of normaal der kromme in het raakpunt genoemd; z^ is derhalve 
de doorsnede van het vlak der kromme met het normaalVlak. Zoo is 
b. V. de straal eens cirkels, de normaal des omtreks in dat punt, hetwelk 
de straal met den omtrek gemeen heeft. 

Bij kromme lijnen van dubbele kromming moet de normaal nog nader 
bepaald worden; want, dat zij in het raakpunt loodregt moet staan o^ 
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de raaklijn, is tot hare bepaling evenmin Toldoende, ab bij vlakke kromme 
lijnen. Men verbeelde zich, dat door de raaklijn in een punt a eener 
kromme lijn van dubbele kromming een vlak gebragt is, hetwelk dese 
kromme lijn nog in een punt i snijdt; wordt nu dit vlak om de raaklijn .' 
zoodanig bewogen, dat het punt è meer en meer tot a nadert, dan za) 
dit vlak bij eiken stand van het punt i volkomen bepaald zijn , derhalvs 
ook op dci) oogenblik, wanneer de punten a en ^ in elkander vallen. 
In dezen rstand , waarin het vlak door drie achtervolgende punten der 
kromme gaat, en dus eigenlijk het vlak is, waarin de kromroe voor het ~ 
punt, dat men beschouwt, gelegen is, wordt hetzelve tangentiaalvUk ge- 
noemd. De doorsnede van het tan gen tiaal vlak met het normaal vlak, 
dat is , de lijn , die in het tangentiaalvlak ligt , en in het raakpuBt 
loodregt staat op de raaklijn, is de normaal van de kromme lijn van - 
dubbele kromming in het raakpunt a. 

Door den in § 269 vermelden stand van twee elkander rakende kronune ' 
lijnen, verstaat men nu bepaaldelijk dien, waarbij z^ een gemeenschi^ t 
pelijk tangentiaalvlak hebben; hare normalen vallen dan in elkanders '^ 
verlengden, terwijl deze bij eiken anderen stand der kromme lijnen eene» ? 
hoek Vet elkander maken. -'' 

§ 272. Uit de vorige § blijkt, dat de normaalvlakken der kromme 
lijnen gemakkelijk bepaald kunnen worden, zoodra. men in staat is/ 
raaklijnen aan de kromme, of aan derzelver projectiè'n te trekken, fij ., 
vlakke kromme lijnen behoeft men namelijk slechts door het raakpmt 
een vlak te brengen , dat loodre^ staat op de raaklijn ($ 109) , dan il ~ 
dit het begeerde normaalvlak, en de normaal wordt dan ook gemakkelijk 
op de volgende wijze bepaald. * 

Laat b. v. (A'B'C, k"WC^ (fig. 116), de projectiën eener vlakke kromme 
lijn wezen , en (A'D', A!'D) de projectiën van eebe raaklijn aan deze kromnM 
in het punt (A', A^'); bepaalt men dan het punt D', waar deze raaklijn, 
en het punt E', waar eeue andere lijn (A'C% A"C") , gelegen in hst 
vlak der kromme lijn, het horizontale vlak ontmoeten, dan is D'É' de 
horizontale doorgang van het vlak der kromme lijn , in welk vlak do 
begeerde normaal moet liggen , die tevens in het punt (A' , A'^) loodregt 
op de raaklijn moet staan. Slaat men nu het vlak der kromme om deszelfi 
horizontalen doorgang neder op het horizontale vlak, dan komt het ptmt 
(A', A'') in F te* vallen; D'F is derhalve de nedergeslagene raaklijn en 
de daarop loodregte YG' de nedergeslagene normaal, welke het horizontale 
vlak in G' snijdt. Het punt (G', G) een tweede punt der normaal zijnde, 
zoo zullen G^A' en GK' de begeerde projectiën dezer lijn wezen. 

Bij kromme lijnen van dubbele kromming komt het vooreerst op de be^ 
paling van het tangentiaalvlak aan. Laat B'AG' (fig. 117) de projectie 
wezen van zulk eene kromme op het normaalvlak, dat door het punt 
A gaat , dan is A de projectie der raaklijn in het punt A van de kromme 
in, de ruimte (§ 271). Snijdt nu een vlak, dat door de raaklijn gebragt 
wordt, de kronmie in het punt B, waarvan B' de projectie is, dan is 
AB' de projectie van dit geheele vlak op het normaalvlak. Beweegt 
zich verder het vlak zoolang om de raaklijn, totdat het punt B in het 
punt A valt, dan valt ook B' in A, en de lijn AB' komt in den stand 
AD, of wordt raaklijn aan B'AC' ($ 267); en het vlak is nu tangen- 



tos , S S75. 

tiaalvlak geworden ($ 271). Dit vlak woidt derhalve bij eene kromme 
lijn van dubhele kromming bepaald door de raakl^n in de mimte, en 
loor de raaklijn, die in hetxelfde punt, aan de prcjdbtie der kromme op 
het nbrmaalvlak, kan worden getrokken. Daar nu de normaal gevonden 
wordt ($ 271) , door de doorsnede van bet tangentiaalvlak met het nor- 
maalvlaïk te construeren, zoo is de normaal niets anders, dan de raak- 
lijn, die in het punt, aan de projectie der kromme op het normaalylak, 
iin worden getrokken. 

Hoe eene kromme lijn Tan dubbele kromming op het normaalvlak 
kan worden geprojecteerd, zal later blijken ($ 34IS). 

{ 273. Bij het trekken van raaklijnen aan kromme lijnen, komen 
drie gevallen voor. £r kan namelijk gevraagd worden, eene raaklijn 
te trekken : 1® aan een gegeven punt der kromme ; 2^ uit een gegeven 
punt buiten de kromme; 3® evenwijdig aan eene gegevene lijn. In het 
eerste geval behoeft men, volgens $ 268, slechts raaldijnen in de projec- 
tien van het gegeven raakpunt aan de projectiën der kromme te trekken , 
om de projectiën der raaklijn te vinden; in de twee andere gevallen komt 
het sledits op het bepalen van het raakpunt aan, zijnde deze gevallen 
dan tot het eerste teruggebragt. Zijn nu de phrójectiën der gegevene 
kromme, kromme lijnen, waarvan men de wet kent, volgens welke zij 
ontstaan zijn, dan. wordt in de hoogere meetkunst en differentiaalrekening 
i;eleerd, hoe men aan zulke kromme lijnen, in elk der bovenopgegevene 
gevallen, raaklijnen kan trekken; in de beschrijvende meetkunst verge- 
noegt men. zich meestal echter, met deze raaklijnen in al die gevallen 
ilechts door het aanleggen van een liniaal op het oog te trekken. 

S 274. De in de vorige $ opgegevene gevallen zijn alle echter niet 
altijd mogelijk. 

Is de kromme eene vlakke kromme lijn , dan is het klaar , dat in het 
tweede geval een punt der raaklijn, hetwelk buiten de kromme lijn ligt, 
dechts in het vlak der kromme kan gelegen wezen, dewijl alle rasddijnen 
aan de kromme, als verlengden harer dementen, blijkbaar in het vlak 
der kromme liggen. In het derde geval ziet men gemakkelijk in^ dat de 
Iqn, waarmede eene evenwijdige raaklijn moet worden getrokken, zelf in 
Mt vlak der kromme moet liggen, of met dit viak evenwijdig moet zijn. 
Is de kromme lijn van dubbele kronuning, en denkt men zich aan 
doelve alle mogelijke raaklijnen getrokken, dan wordt door al deze raak- 
l^nen een gebogen oppervlak bepaald, waarin omgekeerd alle raaklijnen 
aan de kromme moeten gelegen wezen; derhalve kunnen ook slechts raak- 
l^nen aan de kromme getrokken worden uit zulke punten, welke in dit 
oppervlak gelegen zijn. Moet aan de kronmie eene raaklijn getrokken 
worden, evenwijdig aan eene gegevene lijn, dan moet, om dezelfde reden, 
deze lijn evenwijdig gegeven zijn aan eene der ontelbare raaklijnen , welke 
aan deze kromme mogelijk zijn. 

5 275. In de hoogere meetkunst en di£Eerentiaalrekening leert men de 
merkwaardigste vlakke kromme lijnen kennen en derzelver eigenschappen 
opsporen. In de doorsnijding der gebogene oppervlakken zal men gele- 
genheid vinden , verscheidene, kromme lijnen van dubbele kromming op 
te merken; eene dezer krommen, namelijk de gewone tchroe/Ujn, zal hier 
nader beschouwd worden. Deze is eene kromme lijn, wdke op eenen 
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rogien drkelvormigeD cilinder zoodanig beschreven is, dat uj alle beschrij- 
vende lijnen Tan he^ oppervlak onder gelijke hoeken doorsnijdt. Dat ge- 
deelte der kromme lijn, hetwelk begrepefa is tussclien eenig punt derzelv» 
en een ander, waar zij een* volgenden kesr dezelfde beschrijvende lijn 
snijdt, die door het eerste putit gaat, wordt sciro^gang, en de afstand 
dezer twee punten de hoogte vam den aehroefgaag genoemd. 

§ 276. Verbeeldt men zich zulk een' schroefgang, roet het gedeett» 
des cilindervlaks , waarop hij zich bevindt, op een plat vlak uitgespreid^ 
dan vormt die schroefgang eene regte lijn , dewijl ai deszelfs elementen 
de evenwijdige beschrijvende lijnen des cilindervlaks onder gelijke hoekea 
snijden, en de beschrijvende lijnen alle onmidellijk op elkander vvolgén. 
£en schroefgang is derhalve de hypolhenusa eens regthoekigen driehoekig 
welks hoogte gelijk is aan die des schroefgangs , en welks basis de omtrek 
▼an het grondvlak des cilinders is. Wanneer dus AA' (fig. 118) gelijk 
aan den omtrek A'D'G'K'A' van het grondvlak des regten cilinders (*}, 
en A'N , loodregt op AA', de hoogte des schroefgangs is, dan is de hypothé* 
nusa AN de ontwikkelde schroefgang. Verdeelt men nu AA' en den om- 
trek A'D'G'K'A' in een zelfde willekeurig aantal gelijke deelen^b. ▼. ia 
twaalt*, door de punten O, F, Q, enz. B', C', 1/ enz., dan zullen de 
loodlijnen OB, PC, QD, enz. de hoogten aantoonen, die het punt, dat 
de scliroeflijn heeft b^hreven, achtervolgens boven het grondvlak des ci- 
linders had , wanneer het, bij A' beginnende, zich loodregt boven B', O, 
£/ enz. bevond, zoodat men zal hebben: OB=t^yA'N, PGs^'^A'N, 
QD = ^A'N, enz. Men zal derhalve ook kunnen zeggen, dat de schrorfr 
lijn woidt voortgebragt door een punt, hetwelk zich op een cilinderdik 
zoodanig beweegt , dat deszelfs afgelegd!e weg steeds evenredig is met des- 
zelfs verheffing boven het grondvlak des cilinders. 
. $ 277. Volgens de hierboven gemaakte opmerkingen , is nn de schroefl^n 
gemakkelijk te construeren. Laat daartoe A'B'C enz. (fig. 118) de hori- 
zontale, J2*n"W de verticale projectie des cilinders, en AW* de hoogts 
des schroefgangs zijn. Men verdeele hlWG enz. in een willekeurig aaxital 
geiyks deelen b.v. in twaalf (hoe meer deelen men neemt, des te naauw- 
keiiriger zal men de schroeHijn kunnen bepalen) ^ en trekke de Terticak 
projectiën OW^ FU\ Q^"f enz. van de beschrijvende lijnen des cilinden, 
die met de deelpunten B', G', IX, enz. overeenkomen. Dewijl nu het voort- 
brengende punt, wanneer het zich loodregt boven B',C,D, enz. bevindt, 
de hoogten t\ji^'\ -XjltÜ'^ ^jfl^'% enz. boven het horizontale vlak heoft 
(S276), zoo'make men OWf^j\AW\ Fa':=z^^AW\ gU'^i^^A^", 
énz. ; hierdoor verkrijgt men de punten B'', 0\ D'', enz. G", enz. K'^, 17^, M^, 
en door deze behoorlijk met elkander te vereenigen, de verticale projectie 
van eenen schroefgang. Maakt men B"0", C"F', D"Q", cnz. = .ffl", 
dan verkrijgt men de verticale projectie van eenen tweeden schroefgang, 
enz. De horizontale projectie vaQ de geheele scliroeflijn ligt blijkbaar in 
den omtrek A'D'G'&.'A' van het grondvlak des cilinders. 



(*) Ooder de verschilleDde condractiën, door «elke meo eene regte IQo kao maken, Ut 
ten naeeteinby geiyk ii a«n den omtrek «ene gefevenen cirkels , ie de volgende tene der een- 
voudigate. Ala AC (fig. 119} de middelton dea eirkcla ia, trekke men CE loodregt op AG, 
mako hoek GBDsiSO* en DB =8 BC, dan zal AB teer nabtj golQk den kalrcn omtrek weioa. 
Ven lal namcUfk ?fnden ABssY, 14118 X BC. 
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S 378, Dewijl de laaklgn aan de achroei'lijn een dement met dezelve 
jemeen hed't, en tevens het verlengde van dit element is; dewijl verder 
lUe elementen der tchroeilijn bij de ontwikkeling in eene regte lijn vallen , 
«elke als het verlengde van elk harer elementen kaïl beschouwd worden ^ 
Eoo.suUen in deae regte lijn alle raaklijnen gelegen wezen , terwijl de 
hodL MAA' (fig. 118), welken zij met AA' maakt, de standvastige hoek 
ad njn, dien de schroef lijn met het grondvlak des cilinders, en dus ook 
de hoek , dien elke raaklijn aan dezelve met het horizontale vlak maakt, 
lagevfdge deze opmerking, is het gemakkelijk, om in een punt ((7,0") 
Tin de schroenijn eene raaklijn aan dezelve te trekken. Deze moet na- 
ffielijk slechts zoodanig getrokken worden , dat zij* met het horizontale 
vlak eenen hoek NAA' maakt. De horizontale projectie der raaklijn moet 
den cirkel A'B'C enz. in G' aanraken (§ 268), en- dus in C loodregt 
wtton op den straal MC. Verder is de alstaud CX', van het punt(C/,C^) 
tot aan het punt, waar de raaklijn in de ruimte het horizontale vlak 
m^dt, blikbaar gelijk aan AP; trekt men dus X'X loodregt op de as, 
en vereenigt men X met C, dan zal C"X de verticale projectie der 
raaklijn weaen. De punten D'^, K", Q", ens. zijn buigpunten van de 
yerticale projectie der schroeilijn; de raiaklijnen aan deze punten zullen 
dos diéx de kromme te gelijkertijd raken en snijden. 

Hoe eene sdiroef zelve werkelijk geteekend wordt, zal nader wolden 
aangetoond. (J 429). 

Hier volgen nu nog eenige werkstukken over de kromme lijnen in het 
al|{enieena 

J 379. Wbbkstük. De punten te iepalen , waarin eene gege^ene ierommf 
Ujn ie ieide wrcjeetieplakken snijdt. 

Ter opkMsmg van dit werkstuk kan volmaakt dezelfde redenering toe- 
gepast worden, als die, welke in $ 56 gebruikt is. 

Caat b. V. (FB'6', F'S'^C') (fig. 120) de gegevene kromme lijn wezen, 
dsn moeten ($ 28) de punten A vn C , waarin de verticale projectie 
F^'^G'' de as snijdt, de verticale projectiën zijn van de doorsnede met 
het horizontale vhik. Trekt men dus uit deze punten loodlijnen op de 
at, dan zijn derzelver doorsneden A' en C', met de horizontale projectie 
PB'G'^ de begeerde snijpunten met het horizontale vlak. Even zoo liggen 
(k mijpunten der kromme met het verticale vlak, in de punten D" en W, 
viarin de verticale projectie gesneden wordt door .de loodlijnen , die uit 
de laspunten DenE, van de horizontale projectie met de as, op dezelve 
wurden opgerigt. 

Het is gemakkelijk in te zien, dat het gedeelte {DWE» urWW) de 
kimnme lijn in de ruimte adch achter het verticale vlak bevindt , en dat 
de gedeelten (AF, A^f) en (CG^, (Xy) beneden het horizontale vlak ge- 
legen zijn. De doorsneden der kromme met de projectievlakken dienen 
dahalve ook, om de zigtbare deelen van de onzigtbare, of van de, door 
de projectievlakken, bedekte deelen te onderscheiden. 

J 280. Dewijl men kromme lijnen niet even als regte lijnen verlengen 
kan, zoo kan men ook tfiet deraelver doorsneden met andere lijnen of 
met vlakken bepalen , wanneer deze snijpunten niet werkelijk voorhanden 
, dat is, men kan niet bepalen, waar eene kromme lijn eene andere 

een vlak snqdt, wanneer men niet in staat is, de kromme Iqn in de 
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ruimte, en dan ook haxe projectiën, tot aan het begeerde snijiMint'te ^ 
verlengen. De projectiën van kromme lijnen rigten zich namelijk zelden ': 
naar de wet, volgens welke de daarbij behoorende krommen ontstaan zijn, r 
maar hangen , zoowel van den gegevenen stand der kromme , ten opoagtB r= 
van de projeclievlakken , als van de gedaante der kromme zelve af. -z 

$ 281. Werkstuk. Èen vlak u door desielfa doorgangen, en eene in dii l, 
tflaJs liggende kromme y door eene harer projectiën , è.c» de horitontale y g€^ : 
f en: men vraagt de andere projectie deter kromme te bepalen* •_ 

Men neme in de gegevene horizontale projectie eene menigte punten j- 

aan, en bepale de overeenkomstige verticale projectiën, volgens § 87 of : - 

' § 88, dan is de daardoor bepaalde kromme de begeerde verticale projectie. 

■ $ 282. Werkstuk. Be doorsnede »an eene geget^ene kromme lijn met tm ^ 

gegeven vlak te bepalen, *n 

Hiertoe kan men op eene overeenkomstige wijze als in § 82 geraken. .^ 
Ck>nslrueert men namelijk de doorsnede van het gegeven vlak met een dv 
projecterende vlakken van de kromme lijn, dan verkrijgt men eene andeie J 
kromme lijn, waarin noodzakelijk het begeerde snijpunt gelegen is; het punt, fr^ 
waar dus deze kromme lijn de gegevene snijdt, zal het gevraagde wezen. 

Is b. V. (A'S', A"B'0 (fig. 121) de kromme lijn en (707' het vlak, A 
dan wordt dit vlak door het projecterend vlak der kromme, waarvan da 
doorsnede met het horizontale vlak 4^ horizontale projectie der kromme is, 
gesneden volgens eene kromme lijn , die F'G' tot horizontale projectie heeft, 
en het gevraagde snijpunt bevat. Zoekt men dus, volgens de vorige J, _ ' 
de verticale projectie F''G" dezer kromme lijn , dan is hare doorsnede ET, 
met de verticale projectie A"B" van de gegevene kromme, de verticale 
projectie van het gevraagde snijpunt, en de horizontale projectie H' van 
dit punt wordt nu gevonden , door uit H" eene loodlijn door de as te 
trekken tot aan de horizontale projectie hTBf, 

§ 283. Werkstuk. fFanneer de projectiën eens eirkelhoogs , benevens de 
doorgangen eens vlaks gegeven zijn y vraagt men de snijpunten des geked» 
cirkelomtreks met hét vlak te bepalen. 

Door drie willekeurige punten in den gegevenen boog aan te nemen, 
bepale men het vlak, waarin die boog gelegen is, en vervolgens de door- i 
snede dezes vlaks met het gegeven vlak (§ 114 en $ 73). De punten , waarin ^ 
de projectiën des cirkelboogs de gelijknamige projectiën van de doorsnede 
dezer vlakken snijden, zijn dan de projectiën der begeerde. Snijden dos 
projectiën elkander niet , dan toont dit aan , dat de gegevene boog het ; 
gegeven vlak niet snijdt. Alsdan moet men het vlak des hoogs op een 'ï 
der projectievlakken nederslaan, en bepalen, waar de boog, en de door- ^ 
snede van deszelfs vlak met het gegeven vlak, komen te vallen. (§ 94); \ 
vervolgens moet men den cirkel voltooijen, en zien, of hij die doorsnede j 
al dan niet doorsnijdt. In het eerste geval zal men moeten bepalen, wat ^ 
de projectiën dezer snijpunten zijn, wanneer het nedei-geslagen vlak weder ' 
tot zijnen oorspronkelijken stand wordt teruggebragt (§ 95 en § 161). 

§ 284. W ERKSTUK. Gegeven sijnde het middelpunt y de straal en de as eent , 
cirkels, dat is de lijn, die in het middelpunt loodregt staat op het vlak des 
cirkels, vraagt men de beide projectiën van deten cirkel te bepalen. 

Brengt men door het middelpunt een vlak, loodregt op de as ($109), 
dan is dit het vlak des cirkels. Slaat men nu dit vlak om deszeUs hori*» 
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zontalen doorgang neder op het horizontale vlak, en bepaalt men (§ 92), 
waar het middelpunt alsdan komt te vallen, dan zal, na uit dit mid- 
delpunt , met den gegevenen straal , eenen cirkel beschreven te hebben , 
dit werkstuk tot dat van § 161 teruggebragt zijn. 

$ 285. Men kan dit werkstuk ook zonder behulp van het vlak des 
ciikeU oplossen. De gevraagde projectiën namelijk zijn ellipsen , waarvan 
men de beide assen gemakkelijk kan bepalen. Om b. v. de assen van 
de horizontale projectie te vinden, is het klaar, dat de middellijn des 
cirkels, die evenwijdig loopt aan het horizontale vlak, zich op het langst 
zal projecteren, en dus door hare projectie, die gelijk is aan hare werke- 
lijke lengte, de groote as der ellips zsl aan'wijzen. Deze groote as moet* 
loodregt staan op de horizontale projectie van de as des cirkels; want de 
as des cirkels is loodregt op deszelfs middellijnen , en als twee lijnen in de 
ruimte loodregt op elkander staan, en eene derzelve evenwijdig is aan 
he^ vlak, waarop men projecteert, dan staan de projectiën dezer lijnen 
ook loodregt op elkander. Verder zal die der middellijnen, welke gele- 
gen is in het projecterend vlak van de as des cirkels , en onder alle den 
grootsten hoek maakt met het horizontale vlak , zich op het kortst projec- 
teren (§ 162); deze zal dus door hare projectie, welke op die van de as des 
cirkels valt, dé kleine as der ellips aanwijzen. Door het projecterend vlak 
van de as des cirke^, met de daarin gelegene middellijn, op het hori- 
zontale vlak neder te slaan , zal de projectie van deze middellijn , dat is 
de kleine as der ellips, gemakkelijk kunnen geconstrueerd worden. 

De beide assen van de ellips, volgens welke de cirkel zich op het ver- 
ticale vlak projecteert, worden op eene dergelijke wijze bepaald. 

Is b. V. (ilfN', M'N) de as, (F, F') het middelpunt en r de straal des 
cirkels (fig. 122), dan zal , als men R'F r= FS' = r loodregt op üfN' 
stelt, R'S' de groote as wezen van de ellips, die de horizontale projectie 
des cirkels is. . Slaat men vervolgens de as des cirkels om derzelver hori- 
zontal^ projectie neder op het horizontale vlak (§ 65) , en stelt men uit 
P, of het nedergeslagen middelpunt , PT = PU = r, loodregt op PN', dan 
zal, als men uit T en U, de loodlijnen TT' en UU' op MN trekt, Ü'T' 
de kleine as van de ellips zijn. Beschrijft men nu eene ellips, die R'S' en 
U'T' tot assen heeft, dan zal deze de gevraagde horizontale projectie wezen. 
De verticale projectie r"u'Vt'' wordt volmaakt op dezelfde wijze gevonden. 

Indien de ellipsen goed geconstrueerd zijn, zullen zij (§ 264) dezelfde 
verticale raaklijnen W" en WW" tot grenzen moeten hebben. Het 
gedeelte Y'R'W^ van de horizontale projectie zal, bij dezen stand des 
cirkels , behooren bij het gedeelte V'^S'W' van de verticale projectie. 

S 286. Neemt men NU'ssrr, en trekt men BTKJ loodregt op üfN', 
dan zal H'K' = F'T', en dus ook gelijk aan de halve kleine as van de 
horizontale projectie des cirkels wezen; want trekt men FV loodregt op 
TT', dan zijn de driehoeken TPV en N'H'K' gelijk en gelijkvormig, en 
dus H'K'=PV = FT'. Merkt men nu op, dat üfN'P de hoek is, dien 
de lijn (flfN', M^'iV) maakt met het horizontale vlak, dan volgt hieruit, 
dat.de halve kleine as van elk der ellipsen gelijk is aan de regthoekszijde 
eens regthoekigen driehoeks , waarin de overstaande hoek gelijk is aan den 
standhoek van de as des cirkels met het overeenkomstige projectievlak , 
en waarin de hypothenusa gelijk aan den straal des cirkels is. 
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$ 287. Wbbkstüe. Té onierumken ^ ^ tene kromme lijn, He iomr hare . 
heide profeet ten gegepe» ie y eene plakke kromme UJHy ion wel eene kromme lijn \ 
i*an duibele kromming is. 

Men neme in de gegeyene kromniA lijn drie willekeurige punten aan, '• 
die niet in eene zelfde regte lijn liggen , en brenge door dese drie punten ! 
een plat vlak (§ 114). Daarna ónderzoeke men, of de andere punten 1 
der kromme al of niet in dit vlak gelegen zijn. Zoodra men slechts één j 
punt vindt, dat niet in dit vlak ligt, blijkt daaruit, dat de kromme van j 
dubbele] kromming is. L 

5 288. Werkstuk. Eene blakke kromme lijn, die door hare heide pnyet' « 
tien gegefen ie, in hare ware gedaante poor te stellen. 

Men construere het vlak, waarin de kromme lijn gelegen is (J 114), ~ 
en sla hetzelve met alle punten der kromme lijn op een der projectia- 
vlakken neder ($ 92). De behoorlijke vereeniging dezer nedergeslageiM : 
punten zal de begeeide ware gedaante der kromme lijn (^leveren. 
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OVER DB WORMNO EN CON8TRÜGTIB DER 
OEDOGENE OPPERTLAKREN. 



J 289. Een oppervlak is bepaald , of beschrijvenderwijze voorgesteld , 
wanneer door middel der projectievlakken elk van deszelfs punten kan 
aangewezen worden. Bij het voorstellen van lijnen, wordt elk van der- 
zelver punten door zijne beide projectièn aangewezen. Wilde men deze 
bandel wijze ook bij de oppervlakken volgen , dan zou men niet alleen elk 
pont moeten projecteren, maar men zou ook'zijne beide projectiën door 
eene regte lijn met elkander mMten verbinden , om dezelve niet met andere 
te verwisselen. Daardoor zou men echter de teekening met een oneindig 
aantal lijnen overladen, die slechts verwarring zouden veroorzaken, en 
oiet geschikt zouden wezen, om naauwkeurige voorstellingen op te leve- 
ren. C)ok is werkelijk het platte vlak , als het eenvoudigste oppervlak , niet 
door de projectiën van al deszelfs punten , maar door de projectiën van twee 
in hetzelve gelegene lijnen voorgesteld geworden (J 19), en het komt er nu op 
aan, om op eene dergelijke wijze de gebogene oppervlakken voor te stellen. 

S 290. Tot zulk eene voorstellingswijze zal menligtelijk geraken, door 
oa te gaan , hoé de oppervlakken in het algemeen ontstaan kunnen. £lk 
oppervlak kan namelijk beschouwd worden , als door de beweging eener 
regte of kromme lijn te zijn voortgekomen. Zoo zal b.v. het platte vlak 
ontstaan y wanneer eene regte lijn, altijd evenwijdig aan zich zelve blij- 
vende, over eene andere regte lijn heen glijdt; of ook door de beweging 
eener regte lijn langs twee andüe regte lijnen , die elkander snijden of 
evenwijdig zijn; of ook, wanneer eene regte lijn, altijd door een stand- 
vastig punt gaande, zicli over eene andere regte lijn heen beweegt. 

Op eene dergelijke wijze kan men zich elk gdxigen oppervlak door de 
lieweging eener regte of kromme lijn ontstaan denken. Zoo wordt b. v. 
Ittt oppervlak eens bols voortgebragt door den omtrek eens cirkels, welke 
om eene zijner middellij nen wentelt; of ook door een* cirkel, welke een* 
anderen cirkel loodregt snijdt, zich in dien stand beweegt, en daarbij zijne 
nuddell^n zoodanig verandert, dat deM steeds de doorsnede van beide cir- 
cdvlakken is. Het oppervlak van eenen cirkelvormigen cilinder ontstaat, 
^^neer eene regte lijji langs den omtrek eens cirkels, met welks vlak zij 
^en hoek maakt, zich zoodanig beweegt, dat zij altijd evenwijdig aan 
^ zelve blijft. Dit oppervlak kan echter ook beschouwd worden , aU 
^r den cirkel te zijn voortgebragt, wanneer hij zich namelijk langs 
die regte lijn zoodanig bewe^,.dat h^ evenwijdig aan zich zelven blqft, 
ni zijn middelpunt eenê regte lijn doorlooj^. 
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Eene lijn, welke door hare bewegiDg eenig oppervlak voortbrengt, i^ 
wordt de ieschrijtfende lijn dezes oppervlaks genoemd. P 

$ 291. Deze weinige voorbeelden zullen genoegzaam zijn, om zich een |- 
denkbeeld te vormen van de wording der gebogene oppervlakken, en<nn . 
tevens te doen inzien, dat een zelfde gebogen oppervlak op verschillende ^ 
wijzen kan worden voortgebragt, en dat daarbij, of de beschrijvende 1^ f^ 
zelve, öf haar stand, bf beide te gelijk veranderlijk zijn kunnen. Zoo ^ 
verandert b.v. in de eerste der opgegevene wordingswijzen van het opper» 
vlak eens bols , de beschrijvende lijn alleen van stand ; maar bij de tweede, 
wordiugswijze verandert zij te gelijkertijd van stand en grootte. Op welke 
wijze echter een oppervlak ook moge geboren worden,. is het klaar, dat, 
ter bepaling dezes oppervlaks, altijd de beschrijvende lijn, de wet harer 
beweging , en zoo die verandert , de wet dezer verandering moeten gegeven 
zijn. Verbeeldt men zich b.v. , dat door eenig willekeurig punt a eene ver- 
ticale lijn getrokken is, waarop' zich |iet middelpunt van eenen cirkel 
beweegt, die altijd horizontaal blijft,' terwijl de straal des cirkels, ge- 
durende deze beweging, altijd gelijk is aan den afstand van het middel 
punt tot het punt a^ dan ziet men gemakkelijk in, dat dieze cirkel het 
oppervlak eens regten kegels voortbrengt, en dat de wording van dit op* 
pervlak door de volgende voorwaarden bepaald wordt: 1*^. dat de cirkdt 
of de beschrijvende lijn horizontaal zij ; 2°, dat zijn middelpunt in de 
regte lijn blijve; 3®. dat de straal altijd gelijk zij aan den afstand dei 
middelpunts tot een zeker punt «• Hier veranderen derhalve de stand ea 
de grootte der beschrijvende lijn , en beide volgens zekere wetten. 

De wet, volgens welke de beschrijvende lijn zich beweegt, wordt meestal 
daardoor uitgedrukt, dat deze lijn eenen bepaalden stand ten opzigte vafl 
andere bekende lijnen hebben moet; deze lijnen worden rigtlijnen ge- ^ 
noemd. Zoo is b. v. , bij de eerste wordiugswijze van het oppervlak eens "1 
cirkelvormigen cilinders (§ 290), de cirkel, en bij de tweede, de regte ^ 
lijn de rigtlijn. Deze lijn wijst dus , als het ware , den weg aan , dien ^ 
de beschrijvende lijn gedurende hare beweging te volgen hebbe. Zij geeft 
daarenboven somtijds ook nog de wet aan van de veranderlijkheid der be* |j 
schrijvende lijn. In de tweede wordingswijze van het oppervlak eens bob 
(§ 290) b.v. is de cirkel, welke den beschrijvenden cirkel loodregt door- 
snijdt, de rigtlijn, en geeft te gelijkertijd de maat van veranderlijkheid 
der middellijn van den beschrijvenden cirkel daardoor aan, dat deze mü* -| 
dellijn steeds de doorsnede van beide cirkels zijn moet. 

Somtijds bedient men zich ook van een plat of gebogen vlak, in plaati 
van eene lijn, om de beweging eener beschrijvende lijn te bepalen; zulke 
vlakken worden alsdan rigtvUkken genoemd. 

S 292. Uit de voorgaande beschouwingen van de wording der gebogene 
oppervlakken blijkt nu, dat zij op eene dergelijke wijze als de platte 
vlakken, dat is alleen door lijnen, kunnen voorgesteld worden. Men geelt 
namelijk de projectiën van de rigtlijn en van de beschrijvende lijn ; van 
deze laatste construeert men dan vervolgens nog zooveel andere standen, 
als tot nadere kennis van het oppervlak dienstig zijn. Men stelt derhalve 
slechts enkele elementen van het oppervlak voor, wanneer men namel^k 
onder een element eenen bijzonderen stand van de beschrijvende lijn var- 
staat; maar xnen wijst door de rigtlijn en de gegevene wordingswqze 
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nn het gdxigen oppervlak, de orde aan, waario de overige elementen 
lp elkander volgen, en tevens, hoe elke begeerde bijzondere stand van 
iie beschrijvende lijn kan bepaald vrorden. Onder deze standen zijn er 
ienige, welker projectiën vooral geschikt zijn, om de gedaante en den 
itand van het oppervlak te doen inzien, en vrelke men aerhalve gev^roon- 
^ aanwijst. ÏHt zijn klaarblijkelijk die standen, welke door hunne 
iiojectiën, als het ware, de grenzen der projectiën van het voorgestelde 
i^iervlak vofmen; of, met andere woorden, welker projectiën op een der 
Mojectievlakken de projectiën van alle overige standen der beschrijvende 
qn insluiten. 

Thans gaan vrij over tot het beschouwen van de wording van eenige 
bijsondeie geslachten van gebogene oppervlakken. 

OYBR OB CILHfDBRVLAKKBN. 

S 293. Zoodanige gebogene oppervlakken , welke ontstaan door de be- 
weging eener regte lijn ^ die altijd evenwijdig aan zich zelve of aan eene 
gegevene rigting blijft, en gedurende hare beweging langs eene gegevene 
kromme lijn loopt , worden cUinderflakken genoemd. De regte lijn is alsdan 
de beschrijvende fijn , en de kromme lijn is de rigllijn van het cilindervlak. 
Beide kunnen echter met elkander verwisseld woideU; want hetzelfde 
alindervlak zal ook ontstaan, door de kromme lijn zoodanig te laten 
bew^;en, dat, terwijl zij altijd met een zelfde punt op de regte lijn rust, 
aDe hare overige punten lijnen beschrijven , die evenwijdig zijn met deze 
legte lijn. De eerste wordingswijze der cilindervlakken, door de beweging 
der regte lijn, is die, waaronder men deze oppervlakken gewoonlijk be- 
schouwt. Bij beide wordingswijzen behoudt overigens de bechrijvende lijn 
steeds hare gedaante; zij verandert alleenlijk van stand in de ruimte. 

% 294. Uit het bovengezegde blijkt, dat er zoo veel soorten van cilin- 
dervlakken bestaan, als er verschillende rigtlijnen kunnen worden aan- 
genomen, om de beweging der regte beschrijvende lijn te bepalen; en 
dat men met eene zelfde rigtlijn wederom oneindig veel verscheidenheden 
nn cüindervlakken kan vormen , naarmate van de verschillende helling , 
«dke men aan de regte beschrijvende lijn geeft. 

■ ïïene, Toor de beschrijvende meetkunst, zeer belangrijke klasse van 
dlindervlakken zijn de projecterende vlakken der kromme lijnen (§ 12). 
Dit zijn cilindervlakken , welke de projectiën der kromme lijnen tot rigt- 
l^nen hebben , en welker beschrijvende lijnen loodregt zijn op de vlakken 
van projectie. 

Wanneer de rigtlijn eens cilindervlaks eene vlakke kromme lijn is, 
wordt deze gewoonlijk deszelfs hasis of grondlijn genoemd. Naargelang 
doe basis een cirkel, eene ellips, eene parabool enz, is, verkrijgt het 
flak den naam van cirkelvormig, elliptisoi, parabolisch cilindervlak enz. 
Voorts zijn de cilindervlakken regt of scheef y naarmate de regte beschrij- 
vende lijn loodregt of schuins op het vlak der grondlijn stkat. 

Eiken bijzonderen stand van de beschrijvende lijn noemt men in^e 
medianiache kunsten eene ribbe van het cilindervlak. 

Men kan de cilindervlakken beschouwen als oppervlakken van prisma's 
van een («eindig aantal zijvlakken, of liever als de grens der oppervlakken 
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▼an alle priama^s, welker grondlijnen om- of ingeschrevene v^dhodken 
▼an de basis des cilindervlaks zijn. 

S 295. Uit de opgegerene wording der cilindervlakken blijkt ten dni^ 
delijkste, dat als men een cilindervlak door willekeurige, en dus ook 
door verticale vlakken snijdt, welke evenwijdig zijn aan de rigting der 
beschrijvende lijn , de doorsneden dezer vlakken met het cilindervlak niet 
anders dan standen der beschrijvende lijn , en dus regte lijnen -zullen wemu 

Wordt een cilindervlak door evenwijdige vlakken gesneden , die niet 
door de beschrijvende lijnen gaan , dan zijn de doorsneden gel^k en g»: 
lijkvormig. ^ 

S 296. Werkstuk. Fan een cilinderplak de rigtlijn en de hetckrijtfeniê 
lijn door hare projectiën gegeven tijnde, vraagt men het eilindervlak ^ lenevm» 
destelfs doorgangen met de vlakken van projectie te construeren. 

Laat (ATB'C'iy, A"B"G"iyO (fig. 123) de rigtlijn, en (rU',T'ar") de 
lijn wezen , waaraan de beschrijvende lijn steeds evenwijdig moet blijven, 
dan construeert men , om de grenzen van de projecliën des oppervlaks ta 
bekomen, de beschrijvende lijnen, die door de uiterste punten der rigtlija 
gaan, dat is, wat de horizontale projectie betreft, de beschrijvende lijnen^ 
die door A en G gaan, en wat de verticale projectie aangaat, de be^ 
schrijvende lijnen, die door B en D gaan. De beide eerste dezer punteO' 
zijn gemakkelijk te kennen uit hunne horizontale projectiën A' en C; 
de beide andere worden bepaald, door aan de verticale projectie der rigt» 
lijn raaklijnen WM en jy'O te trekken , die evenwijdig zijn aan de verti- 
cale projectie T'^'^ van de gegevene rigting der beschrijvende lijn. DeM 
raaklijnen zijn te gelijker tijd de verticale projectiën der beschrijvende 
lijn in haren hoogsten en laagsten stand, en sluiten derhalve de gehede 
verticale projectie des oppervlaks in ; de horizontale projectiën B'IT ea 
jyi dezer beschrijvende lijnen worden gevonden , wanneer men door ds 
horizontale projectiën der punten B en D lijnen evenwijdig trekt aan de 
horizontale projectie T^^ van de rigting der beschrijvende lijn. Evens» 
zijn de lijnen A!G en GHy die door de uiterste punten A' en C' van da 
horizontale projectie der rigtlijn, evenwijdig aan T'U' getrokken wordend- 
de projectiën van de beide uiterste standen der beschrijvende lijn, ten 
opzigte van het horizontale vlak ; d»« sluiten derhalve de horizontale 
projectie des oppervlaks in. Dé verticale projectiën dezer lijnen worden vo^ 
kregen , vtranneer men door de verticale projectiën A'^ en C', van de puntsea 
A en G der rigtlijn , de lijnen hTL en O'N evenwijdig aan T^U'' trekt. 

Deze vier uiterste standen {MG, h!'L)y (WK, üfB"), {OS, NÜ') en 
(jyi , OJy) van de beschrijvende lijn zijn, door middel van hunne pro* 
jectiën, genoegzaam, om het geheele cilindervlak voor te stellen, dew^l 
zij de grenzen der projectiën aanvrijzen; meestal worden daartoe zells 
aUeen de lijnen A!G, ÖH en Olf' , MW gebezigd. . Wil men overigeot 
nog meer standen van de beschrijvende lijn projecteren , dan behoeft men 
slechts, door elk der projectiën- van een zelfde punt der rigtlijn, lijnen 
evenwijdig te trekken met de overeenkomstige projectiën van de rigting 
det beschrijvende lijn. 

De doorgangen van het cilindervlak zijn niet anders dan de behoorlijke 
verbinding van eene reeks van punten, waarin- de projectievlakken door 
de beschrijvende lijn in hare verschillende standen gesneden worden. Om 






113 S 898. 

iadn deriialve te bekomen , behoeft men slechts (J 56) de punten 1/ , 
Ify N', enz., G^', K''^, H'', enz. te bepalen, waar verschillende standen 
I/y, BfK, NH, enz. van de beschrijvende lijn de projectievlakken snij- 
èn. Door de vereeniging van een genoegzaam aantal van zulke snij- 
nnten in elk projectievlak , verkrijgt men de doorgangen L'M'N'FCy en 
\tQ^rgjrQrr£fr ^^n het cilindcrvlak. 

Neemt men den horizontalen doorgang tot rigtlijn aan, of liever neemt 
Bsn de rigtlijn in het horizontale vlak aan, zoo als eenvoudigheidshalve 

I gewoonlijk geschiedt, wanneer de rigtlijn eene vlakke kromme lijn is, 
kn. kan men zich een duidelijker denkbeeld vormen van de gedaante en 
èm stand van het cilindervlak , dan wanneer de rigtlijn niet in een der 
pojectievlakken ligt. De doorgangen dragen in het algemeen veel bij 
tot verzinnelijking der gebogene oppervlakken in de ruimte. 

Ofschoon men hier aan de vlakke kromme lijn, die tot rigtlijn van 
het dlindervlak genomen is, eenen bijzonderen stand gegeven heeft, is 
krt klaar, dat de constructie op eene dergelijke wijze kan geschieden, 
«umeer men aan die kromme eenen anderen stand geeft, of wel eene 
kromme lijn van dubbele kromming tot rigtlijn neemt , mits daarbij in 
het oog houdende, wat in § 266 is opgemerkt, wanneer de projectiën der 
kromme lijn beide geslotene kromme lijnen rijn. 

J 297. Wat de uitvoering der teekening betreft, ziet men gemakkelijk 
il, dat het gedeelte UO^FN' (fig. 123) van den horizontalen doorgang, 
ea het overeenkomstige' gedeelte des oppervlaks, gQvolgelijk alle standen 
der beschrijvende lijn, die uit den boog UCyPN' voortkomen, in de 
korizontale projectie zigtbaar zijn. Daarentegen zullen de elementen des 
flppenrlaks, wdke uit den boog VMTS' voortkomen, met betrekking tot 
mt horizontale vlak , onzigtbaar wezen , dewijl rij door het eerstgenoemde 
deel des oppervlak» bedekt worden. In de verticale projectie zal men 
kkvblijkelijk de projectiën van die standen der beschrijvende lijn zien , 
«elke nit den boog OT^'M' voortkomen, terwijl daarentegen die on- 
Bgtbaar zijn , welke den boog (XI/M' tot rigtlijn hebben. Dit alles zal 
aen gemakkelijker begrijpen , wanneer men rich het oppervlak werkelijk 

ih de mimte voorstelt, door zich het verticale vlak van projectie om de 
II van projectie loodregt op het horizontale vlak opgeslagen te denken, 
<S vervolgens rich te verbeelden , dat men het oppervlak regt van boven 
M het horizontale vlak, en van voren in loodregten stand op het ver- 
Inle vlak beschouwt. Het is vooral van belang, de projectiën van de 
Bgtbare deelen van voorgestelde voorwerpen, en in het bijzonder van ge- 
kDgene 0]^)ervlakken , van die der onrigtbare te onderscheiden. Daartoe 
aioet men rich van deze zaken een duidelijk denkbeeld vormen , en dit 
km, door middel van de doorgangen der gebogene oppervlakken, of 
door zich. het voor te stellene voorwerp in de ruimte te verrinnelijken , 
«mder zwarigheden geschieden. 

{ 298. Werkstuk. De horizontale projectie pan eenig punt eens cilinder» 
McM gegeven zijnde ^ deazelfs verticale projectie te iepalen, 
, De horizontale projectie van eenig pimt eens cilindervlaks kan niet 
willekeurig worden aangenomen, maar moet gelegen wezen tusschen de 
raaUijnen, die, evenwijdig aan de horizontale projectie van de rigting 
der beachrijvendïe lijn, aan de horizontale projectie der rigtlijn kunnen 

8. 
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getrokken worden. De lijn , die men door de gegevene horifontole pro 
jectie eens pnnU evenwijaig aan de horizontale projectie van de rigtin| 
der beschrijvende lijn trekt, zal de horizontale projectie wezen van d 
beschrijvende lijn , waarop dit punt gelegen is ; bepaalt men nn de ver 
ticale projectièn van de ponten, waarin deze horizontale projectie die da 
rigtlijn snijdt, dan zalmen op dezelfde wijze de verticale projectie den 
bochrijvende lijn kunnen'constroeren ; het punt waarin deze verticale pro 
jectie gesneden wordt door de loodlijn , die uit de gegevene horizontak 
projectie door de as gaat, zal de begeerde verticale projectie aanwnzen 

Laat b. v. (A'B'Ciy, A"B''G"iy') (fig. 123) de rigtlijn, en (TV\ V'JF^ 
de rigting van de beschrijvende lijn zijn , dan zal men (J iW6) als hor» 
zontale projectièn van punten dezes cilindervlaks, slechts die punten knnnei 
aannemen, welke begrepen zijn tusschen de onbepaalde evenwijdige l^na 
AfG en CfS, Zij nu S^ de gegevene horizontale projectie van eenig pml 
S des cilindervlaks , dan is de lijn S'^^ die door ST evenwijdig aan de b» 
rizontale projectie lYU' van de rigting der beschrijvende lijn getrokkei 
wordt, de horizontale projectie van die standen der beschr^vende l^n, 
waarop het punt S des cilindervlaks gelegen is. Er zijn Idaarblijkdigl 
in dit geval twee zulke standen; want het punt £', waarin S^^ de b» 
rizontale projectie der rigtlijn snijdt, is.de horizontale projectie van tww 
punten £ en e der rigtlijn, die £''en e^' tot verticale projectièn hebbou 
Trekt men dus door ë^' en tf' de lijnen WF en tTf evenwijdig aan di 
verticale projectie T'^" van de rigting der beschrijvende lijn , dan kan 
in elk dez^ lijnen de begeerde verticale projectie van het punt S g» 
legen wezen. Dewijl zij nu ook in de loodlijn moet liggen, die nü 
S^ door de as gaat, zoo is zij een der twee punten S^, waarin doM 
loodlijn de projectièn lETF en tt^f snijdt. £r zijn derhalve in dit geval 
twee punten op het dHndervlak, w^er horizontale projectiën in bel 
punt & vallen. Dit heeft klaarblijkelijk eveneens plaats met alle puntta 
dezes cilindervlaks, welker projectiën niet in de grenzen van desieuspr» 
jectiè'n vallen. Was omgekeerd de verticale projectie van eenig punt dem 
oppervlaks gegeven , dan zou men onder dezelfde voorwaarden twee horii 
zontale projectiën vinden. Elk dezer aangenomene verticale projectiftB 
van eenig punt des cilindervlaks moet weder, volgens § 296, gelegfli 
zijn tusschen de onbepaalde evenwijdige lijnen 01/^ en ÜfB'^ 

S 299. Is de rigtlijn I/CXFN'M' (fig. 123) van het cilindervlakin hH 
horizontale vlak gegeven, en (T^', "FMU'^ de rigting der beschrijvende 
Ign, dan zal, als S^ de horizontale projectie van eenig punt des cilin* 
dervlaks is, waarvan men de verticale projectie wil behalen, de 1^ 
S^^^ die door & evenwijdig aan T'U^ getrokken is, weder de horizonték 
projectleider beschrijvende lijnen aanwijzen, waarop het punt S mosi 
gelegen wezen. De punten F en Q^, waarin S'F de rigtlijn snijdt, vja 
punten dezer beschrijvende lijnen , en daar deze punten , als in het ho- 
rizontale vlak gelegen, F en f tot verticale projectiën hebben, zoo zgii 
PF" en pR", die evenwijdig aan T'IJ'' getrokken zijn , de verticale pro- 
jectiën der beschrijvende lijnen op het cilindervlak , die beide ^ ƒ* tol 
horizontale projectie hebben. Trekt men dus uit S^ eene loodlijn dobi 
de as, dan zijn de punten S^', waarin deze loodlijn de verticale projectifii 
FP'^ en f^" sn^'dt, de begeerde verticale projectiën. 
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Het is kk^r, dat de rigtlijn eens dlindenrlaks loodanig wezen kan, 
dat met eene aangenomene horizontale projectie van eenig punt des op- 
penrlaks drie , vier en meer irerticale projectiën kunnen orereenstemmen , 
en zoo ook omgekeerd. 

S 300. Wanneer de rigtlijn van een cilindervlak in het horizontale 
flak gegeven is, dan zullen de uiterste raaklijnen, die, evenwijdig met 
je horizontale projectie vande rigting der beschrijvende lijn, aan de rigtlijn 
woorden getrokken , de grenzen van de horizontale projectie des dlinder- 
riaka bepalen. Trekt men aan de rigtlijn de uiterste raaklijnen, die 
loodregt staan op de as van projectie, dan zal daardoor de verticale pro- 
jectie van de rigtlijn bepaald worden; trekt men dus uit de uiteinden 
dser projectie, of uit de punten , waar genoemde raaklijnen de as van 
projectie ontmoeten , lijnen evenwijdig met de verticale projectie van de 
i^^ting der beschrijvende lijn, dan zullen deze evenwijdige lijnen de 
grenzen van de verticale projectie des dlindervlaks aantoonen. 

OYBR DB KBGBLVLAKKBN. 

S 301. Kegehlakken zijn zulke oppervlakken , die voortgebragt worden 
door eene onbepaalde regte lijn , welke .altijd door een gegeven vast punt 
gut , en langs den omtrek van eene gegevene kromme lijn henen glijdt. 
0ne kronïme lijn wordt de rigtlijn y en het vaste punt de /^ des ke- 
gdvlaks genoemd, ofschoon het gepaster ware, dit punt het middelpunt 
das kegelvlaks te noemen. 

Men kan de kegelvlakken , even als de cilindervlakken , ook op eene 
andere wijze gevormd denken, welke wij hier, eenvoudigheidshalve, al- 
leenlijk op die met cirkelvormige rigtUjnen willen toepassen. Deze vlakken 
kmmen namelijk beschouwd worden, als voortgebrag^ te zijn door eenen 
drioely -welke zich zoodanig beweegt, dat, terwijl zijn middelp^mt altijd 
in de lijn blijft, die naar den tpp des oppervlaks gerigt is, zijn straal 
op elk oogenblik der beweging evenredig is aan den afstand van zijn 
middelpunt tot den top des oppervlaks. 

Het- is klaar, dat terwijl het vlak des cirkels tot 4en top des oppervlaks 
nadert, de^traal dezes cirkels moet afnemen, en nul zal worden, zoodra 
bet vlak des cirkels door den top gaat, en dat deze straal zijne rigling 
ttl veranderen, om vervolgens weder onbepaaldelijk aan te groeijen, 
wanneer het vlak des cirkels, na door den top gegaan te zijn, rich meer 
en meer van denzélven verwijdert. 

Bij deze tweede wordingswijze, verandert de cirkel, welke nu de her 
aehrijvende lijn is, niet alleen van stelling, maar ook van gedaante, 
dewijl deszelfs straal verandert, en gevolgelijk ook deszelfs kromming en* 
ni^^breidheid. 

$ 302. De top vereenigt twee volmaakt gelijke deelen eens kegelvlaks, 
wdke te zamen echter slechls een en hetzelfde oppervlak uitmaken. Elk 
dcKT deelen wordt een Had des opperclaks genoemd. Het is ten deze eene 
algemeene grondstelling , dat men , als tot een en hetzelfde oppervlak be- 
boorende, alle zoodfinige deelen te beschouwen heeft, welke door eene 
lelfde beweging, of door eene zeli'de lijn, in derzelver geheele uitge- 
strektheid, kunnen gevormd worden, em men noemt in het algemeen, 



S 305. 116 

elk zoodanig deel een UaJ deus oppervlaks. De veideeling yaxi een «ep- 
pervlak in bladen, is geheel oyereenkomstig met de veideeling der kroBBié 
lijnen in takken. 

$ 303. Het geslacht der cilindervlakken kan beschouwd woiden «b in 
dat der kegelvlakken begrepen te wezen. Om dit in te zien, denke men 
zich de rigtlijn eens kegelvlaks in eene onveranderlijke stdling, etnneme 
men aan, dat de top des oppervlaks, waarin alle regte beaduijvende . 
lijnen te zamen komen, zich op eenen oneindigen afstand Tan dcw : 
rigtlijn bevinde , dan zullen alle regte beschrijvende lijnen eenen onder- 
ling evenwijdigen stand aannemen , en het oppervlak zal in dat vib ; 
eenen cilinder overgaan. 

Wegens deze overeenkomst der beide geslachten van oppervlakken, ge- 
bruikt men ook bij beide dezelfde benamingen: zoo geeft men aan de ~ 
fiakke rigtlijn den naam van iasis of grondlijn , en aan eiken bijsoiip* <rj 
'deren stand der regte beschrijvende lijn, dien van ri^deskegdvlaks, eni» j 

Het eenvoudigste onder tdle kegelvlakken is dat van eenen regte» cv»* = 
keltformigen kegel. Dit oppervlak heeft een* cirkel tot basis, en deneiUi ^ 
top ligt in de as dezes cirkels, welke tevens de as des kegels is. 7^ 

Het oppervlak van den seheeven cirkelformigen kegel heeft eenen ciikll ^ 
tot basis; maar de regte lijn , die uit het middelpunt der basis tot den top ^ 
des oppervlaks getrokken wordt , staat niet loodregt op het vlak dezer btMk «. 

Men kan de kegelvlakken beschouwen als de grenzen van de opp«-*'- 
vlakken der piramiden , welker gemeenschappelijk toppunt in dat des kegd- 
vlaks ligt, en welker grondlijnen in- of omgeschrevene veelhoeken 
de grondlijn des kegelvlaks zijn. 

§ 304. Uit de opgegevene wording der kegelvlakken blijkt ten 
lijkste, dat als men een kegelvlak door willekeurige, en dns ook door 
verticale vlakken snijdt, welke door den top gaan, de doorsneden dsMi 
vlakken met het kegelvlak niets anders, dan standen der beachrijvaidi 
lijn, en dus regte lijnen zullen wezen. 

Wordt 'een kegelvlak door evenwijdige vlakken gesneden, dan mllai 
de doorsneden gelijkvormig zijn. 

$ 305. Weekstuk. Fan een kegehUky ie rigtlijn en ie top ioor ham 
hetie prafectièhy gegepen iijnie, praagt men het kegehfUky ienecens dettefi .' 
doorgang met het horizontale claky te construeren. 

Laat (ATB'CD', A"B''C"D'0 (fig. 124) de rigtlijn, en (F, F^ de top igii 
van het kegelvlak, dan is eene lijn ÉF, welke door den top F en sa ^ 
punt E der rigtlijn gaat, een der standen van de beschrijvende ^m; . 
deszelfs projectiën eijn FE' en F'E". Met betrekking tot het vertkale 
vlak, zijn de lijnen F'<? en F'/, die uit F" door A'' en C" getidckeK 
zijn, de verticale projectiën van de uiterste elementen des kegelvlaks; ds '^ 
horizontale projectiën dezer beschrijvende lijnen zijn FA' en FC. Wit £ 
het horizontale vlak betreft, zijn FB' en F'iy, of de raaklijnen, die uit ^ 
F aan A'B'C'D' kunnen getrokken worden, de horizontale projectiëB ^ 
van de uiterste standen der beschrijvende lijn ; derzelver verticale projecti&i | 
"zijn de lijnen , die uit F' naar B" en D' zijn getrokken. Deze vier pro- J 
jectiën F'(7, F'i, FB' en FD' vormen de grenzen der projectiën van U 
het kegelvlak. Hieruit blijkt tevens ten duidelijkste, hoe men nog meer 
jtanden tan de beschrijvende lijn kan projecteren. 
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Om den horizontalen doorgang des kegelvlaks te yerkrijgen, behoeft 
men slechts de punten G^, H', I', I/, K', enz., waar een genoegzaam aantal 
heKhrijvende lijnen het horizontale vlak snijdt , behoorlijk met elkander 
te vereenigen. 

Ook hij de kegelvlakken , wordt de rigtlijn, wanneer zq eene vlakke 
knmme lijn is, gemakshalve gewoonlijk in het horizontale vlak aange- 
nomen, en zij is dan, even als bij de dlindervlakken , te gelijkertijd de 
doorgang des oppervlaks met het horizontale vlak. 

Verder vindt al hetgeen, wat in $ 297 over de uitvoering der teeke- 
nng gezQgd is, ook hier zijne toepassing. 

$ 306. Wbrkstuk. De horuoniale projectie pm eenig puut eens kegeltfUks 
geget^en ujmde, ieêtelfs periicale projeeüe te iepalen. 

De horizontale projectie van eenig punt eens kegelvlaks moet gelegen 
weien tusschen de onbepaalde raaklijnen , die uit de horizontale projectie 
van den top aan de horizontale projectie van de rigtlijn kunnen getrokken 
worden. De lijn, die men door de horizontale projectie van den. top en 
de gegevene horizontale projectie eens punts trekt, zal de horizontale 
projectie wezen van de beschrijvende lijn, waarop dit punt gelegen is; 
bepaalt men nu de verticale projectien van de punten , waarin deze ho- 
rizontale projectie die der rigtlijn snijdt , dan zal men op dezelfde wijze 
de verticale projectie dezer beschrijvende lijn kunnen construeren; het 
pmt, waarin deze verticale projectie gesneden wordt door de loodlijn, 
die nit de gegevene horizontale projectie door de as gaat , zal de begeerde 
verticale projectie aanwijzen* 

Zn b. V. (A'B'CD' , A"B"G"iyO (fig. 124) de rigüijn, en (F, FQ de top 
van het kegelvlak, dan rijn, volgens de vorige §, al de punten, gelegen 
binnen den hoek I^FB', horizontale projectiën van het benedenste blad 
des kegdvlaks, terwijl al de punten, gdegen binnen den overstaanden 
hoek, dien men verkrijgt, door de rsiaklijnen WV en D'F uit het punt 
F te verlengen , horizontiBile projectiën van het bovenste blad zullen wezen. 
Laat nu M' de gegevene horizontale projectie rijn, dan is FM' de ho- 
rizontale projectie van al de standen der beschrijvende lijn , waarop het 
pont M des kegelvlaks gelegen is. Er rijn klaarblijkelijk in dit geval twee 
zulke standen; want de horizontale projectie F'M' snijdt de horizontale 
projectie der rigtlijn in twee punten £' en e^, waarbij de verticale pro- 
jectiën £'' en ff' behooren. Trekt men dus de lijnen F'E" en F'^, 
dan kan in elk dezer lijnen de begeerde verticale projectie van het punt M 
gelegen wezen. Dewijl rij nu ook in de loodlijn moet liggen, die uit M' 
door de as gaat, zoo is rij een der twee punten M'', waarin dïeze loodl^n 
de projectiën F'ET' en FV' snijdt. 

Was omgekeerd de verticale projectie van eenig punt dezes oppervlaks 
gegeven, dui zou men op eene dergelijke wijze deazelfs horizontale pro- 
jectie kunnen bepalen. Elk dezer aangenomene verticale projectiën van 
eenig punt des ke^vlaks , moet weder gelegen rijn tusschen de onbepaalde 
raal^nen r'G en F'/. 

S 307. Is de rigtl^n G^TK' (fig. 124) in het horizontale vlak gegeven, 
en (F, F') de top des k^élvlaks , dan zal , als M' de horizontale projectie 
van eenig punt des kegelvlaks b, waarvan men de verticale projectie 
wil bepalen, de lijn M^ weder de horizontale projectieder beschrijvende 
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Ujoen aanwijsen , waarop het punt M moet gelegen weoen. De punten 
IJ en N', waarin NT' alsdan de rigtlijn snijdt, zijn punten deaeer be- 
schrijvende lijnen , en daar deze punten , als in het horizontale vlak ge- 
legen , Z en A^ tot verticale projectie hebben , zoo zijn ZF'' en IfF^' de 
verticale projectiën der t>eschrijvende lij oen op het kegelvlak, die beida 
MT' tot horizontale projectie hebben. Trekt men dus uit IVf eene loodlijn 
door de as, dan zijn de punten M^, waarin deze loodlijn de verticale 
projectiën £F'' en JNTF' snijdt, de begeerde verticale projectiën. 

Hier geldt weder dezelfde aanmerking, als in het slot van $ 299. 

$ 308. Wanneer de rigtlijn van een kegelvlak in het horizontale vlak 
g^;even is, dan zullen de uiterste raaklijnen, die nit de horizontale 

Srojectie van den top, aan de rigtlijn worden getrokken, de grenzen van 
horizontale projectie des kegelvlaks bepalen. Trekt men aan de rigtlijn 
de uiterste raaklijnen, die loodregt staan op de as van projectie, dan ad 
daardoor de verticale projectie van de .rigtlijn bepaald worden; vereenigt 
men dus de uiteinden dezer projectie, of de punten, Waar genoemde 
raaklijnen de as van projectie ontmoeten, met de verticale projectie van den 
top , dan zullen deze lijnen de verticale projectie des kegelvlaks aantoonen. 
Ligt de rigtlijn eens kegelvlaks in het horizontale vlak, en valt de 
horizontale projectie van den top binnen de rigtlijn, dan bestaat er 
geene grens voor de horizontale projectie des kegelvlaks. Valt de hori- 
zontale projectie van den top op de rigtlijn, dan is de horizontale pro- 
jectie des kegelvlaks in zoo verre onbegrensd, dat zij niet kan genomen 
worden op de raaklijn , die in de horizontale projectie van den top aan 
de rigtlijn kan worden getrokken. 

S 309. Wanneer men zich door eenig vast punt eene regte lijn denkt, 
die zich' zoodanig, beweegt , dat zij gedurende deze beweging steeds een 
gebogen oppervlak, b. v. dat eens bols, aanraakt, dan zal zij een kegel- 
vlak voortbrengen , hetwelk het gebogen oppervlak geheel omvat en aan- 
raakt. Beweegt zich de regte lijn steeds evenwijdig met eene andere regte 
lijn, en rust zij tevens altijd op een gebogen oppervlak, dan brengt 
zij een cilindervlak voort, door hetwelk dat gebogen oppervlak omvat 
en aangeraakt wordt. Zoodanige oppervlakken , welke door eene regte lijn 
geboren worden , en een ander oppervlak ohihuUen en aanraken , worden 
<mthulUngsclakken genoemd. 

§ 310. De vereeniging van al de punten, waarin de regte lijn, die 
het omhuUihgsvlak voortbrengt , het omhulde ojipervlak aanraakt , vormt 
blijkbaar op dit oppervlak eene kromme- lijn , en het is klaar, dat om 
zulke omhullingsvlakken te beschrijven., het alleenlijk op het bepalen 
dezer aanrakingskromme zal aankomen, devrijl deze met anders is, dan 
de rigtlijn van een kegel- of cilindervlak^ die wij reeds hebben leexen 
bèsdhrijven. Op welke wijze men deze aanrakingskromme bepaalt, sal 
later worden aangetoond; alleenlijk wordt hier nog opgemerkt, dat den 
omhullingsvlakken voornamelijk bij het bepalen der schaduwen en bij 
het in perspectief brengen van voorwerpen hunne toepalssing vinden. 

OTBR DB 8CHBBTB OPPBRTLAKKBV.. 
S 311. Men heeft moeten opmerken , dat bij de nu beschouwde cilinder- 



119 S 814. 

m kegelvlakken , elke twee willekeurige, en diis ook elke twee op elkander 
rolgende standen der regte lieschrijvende lijn in een zelfde Tlak zijn gelegen. 
Bene regte lijn kan sich echter ook zoodanig bewegen , dat geene twee 
inmiddellijk op elkander volgende standen derzelve in een zelfde vlak 
liggen; het gebogen oppervlak, dat alsdan door die regte lijn wordt 
roortgebragt, wordt een ache^ opperplak genoemd. 

Alle gebogene oppervlakken , die beschouwd kunnen worden , als door 
de beweging eener regte l^n te zijn ontstaan, worden in het algemeen 
regdregU offperplakken genoemd, omdat de kant van een liniaal of regel 
in al de standen van de besdirijvende lijn op deze oppervlakken kan 
gepast worden. De cilinder- en kegelvlakken , alsmede de scheeve opper-r 
vlakken zijn derhalve regelregte oppervlakken.' 

S 312. In het algemeen worden de scheeve oppervlakken geboren door 
de beweging eener regte lijn, die altijd blijft rusten op drie kromme 
lijnen, welke niet in een zelfde vlak liggen. Om te bewijzen, dat het 
(^pervlak alsdan geheel en al bepaald is, neme men een willekeurig punt 
BI van de eerste rigü^n A (fig. 125), en beschouwe dit als den top eens 
k^^vlaks, voortgébragt door eene regte lijn, die langs de tweede rigtlijn 
B henen glijdt. Dit kegelvlak zal de derde rigtlijn G in eenig punt P 
mijden, en de lijn MP, die door de punten M en P gaat, in hare geheele 
uitgestrektheid op dit kegelvlak liggende, moet de rigtlijn B in eenig 
punt N ontmoeten; gevolgelijk rust zij op de drie rigtlijnen in de punten 
Bf, N en P. Verbeeldt men zich nu, dat al de punten der eerste rigtlijn 
achtervolgens als toppen van verschillende kegelvlakken worden aange^ 
nomen , dan is het klaar , dat de lijn MNP, die de drie rigtlijnen snijdt , 
onophoudelijk van stand zal verandei-en , en een oppervlak zal beschrijven, 
dat op deze wijze gdieel en al bepaald is. 

Het zou kunnen gebeuren, dat de drie rigtlijnen op een cilinder- of 
kegelvlak gelegen waren; alsdan zou de beschrijvende lijn, door langs 
dece rigtlijnen henen te glijden, deze oppervlakken zelven beschrijven. 

S 313. Niet alleen bij de scheeve oppervlakken, maar bij alle opper- 
vlakken, die door de beweging eener r^te lijn ontstaan, moet deze regte 
beschrijvende lijn in het algemeen aan drie voorwaarden voldoen. Zoo 
is bij de cilinder- en kegelvlakken, de eerste voorwaarde, dat elke twee 
op elkander volgende beschrijvende lijnen in een zelfde vlak moeten 
liggen, terwijl de twee overige voorwaarden zijn, dat de beschrijvende 
Inn altijd op eene gegevene kromme lijn moet rusten en evenwijdig 
mijven aan eene bepaalde rigting , om een cilindervlak voort te brengen ; 
of langs eene gegevene kromme lijn moet glijden, en door een gegeven 
vast punt gaan, om een kegelvlak te beschrijven. 

S 314. Verbeeldt men zich elke twee op elkander volgende standen der 
beschrijvende lijn van een scheef oppervlailc, gesneden door de regte lijn, 
die loodr^ op beide is , dan vormen de voetpunten van al deze loodlijnen 
op het scheeve oppervlak eene bijstondere kromme lijn, welke men de 
in$rekklngsUjh (*) kan noemen. 



(*) Dae l^B btTit blikbaar de korUte afoUoden tm al de beeehc^veode Ugncn dee epiper- 
▼leks, soodat bet irolgens dexe l^n opbel naaowste of, alebetvrare, iagctrokkeo Toorkomt; 
dtt ie 4e redfs, waaron men deit l^n aldoe fenoemd beeft. 
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S 315. Wanneer men bovengenoemde drie voorwaarden (J 312), waai^ 
aan eene bewegende regte lijn in het algemeen moet voldoen , om een 
scheef oppervlak voort te brengen , geheel of gedeeltelijk door andere ver- 
vangt: indien men b. v. de regte lijn op twee kromme lijnen en een 
gebogen oppervlak laat bewegen; of op twee gebogene oppervlakken en 
eene l^romme lijn; of op drie gebogene oppervlakken; of op twee gebogene 
oppervlakken, tervrijl zij eenen gegevenen hoek met een gegeven vlak : 
maakt , dan ontstaat door deze beweging in het algemeen een sdieef opper* . 
▼lak. Ér is dos eene oneindige versdieidenheid van scheeve oppervlakkm. c 

$ 316. In plaats van voor de drie rigtlijnen l^róbime lijnen aan to l 
nemen , kan men voor eene of meer derzelve ook regte lijnen gebruiken. 
Zoo zal er b. v. een scheef oppervlak ontstaan , wanneer men twee gelgk* « 
halve cirkels neemt , die evenwijdig zijn , en loodregt staan op een zelfile .. 
vlak, zoodanig, dat de lijn, die hunne middelpunten vereenigt, niet J. 
loodregt staat op beide cirkelvlakken; vervolgens door het midden dezn -1 
lijn eene loodlijn trekt op beide cirkelvlakken , en deze laatste lijn, alsmede t 
de omtrekken van bovengenoemde cirkels, als rigtlijnen aanneemt. Of < 
ook , als men eenen halven cirkel en een cirkelsegment neemt, die even- p 
wijdig zijn en loodregt staan op een zelfde vlak, zoodanig, dat de Inn, L 
die het middelpunt des halven cirkels en het midden der koorde van net ^ 
cirkelsegment vereenigt, loodregt zij- op beide, en men deze laatste Ign, ï' 
alsmede de twee cirkelom trekken als rigtlijnen aanneemt. Deze twee scheeve ^ 
oppervlakken worden in de bouwkunst somtijds aangewend ter constructie 
van kleine gewelven. Het eerste is een scheiBf tongewelf [hiau ptusé)^ het 
laatste is een zoogenaamde kemboog {arnère tfoussure de Marseille). -t 

Heeft men twee regte cirkelvormige cilinders , die dezelfde as, maar vw- -^ 
schillende grondvlakken hebben, en is op elk dezer cilinders, met deselfde 'i 
hoogte van eenen schroefgang, doch op verschillende hoogten beginnende, 
eene schroeflijn beschreven, dan zal eene regte lijn, die altijd op dcw 
schfoeflijnen rust, en tevens gedurig door de as van den cilinder gaat, een 
scheef oppervlak beschrijven , dat den naam draagt van hellend sckroefiUk. 

Het scheeve oppervlak, ontstaande door de beweging eener regte Ujn op 
drie regte lijnen , welke niet evenwijdig zijn aan een zelfde vlak , woi« 
hjrperlohïde mei één blad genoemd. Zijn deze drie rigtljjnen evenw^dig aan r 
een zelfde vlak , dan ontstaat er een scheef oppervlak , waaraan men den 
naam van kyperholiscke paraholoïde geeft. 

§ 317. Men kan ook twee rigtlijnen aannemen , en een vlak als rigt- 
vlak , b. V. een der projeclievlakken , waaraan de beschrijvende lijn steeds 
evenwijdig moet blijven. Wanneer in dit geval eene der beide rigtlijnen 
eene regte lijn is, dan ontstaat er een oppervlak, hetwelk onder den 
naam van konoïde bekend is, dewijl het eenige overeenkomst met den 
k^el {conus) heeft. | 

Is bij de konoïde de isegte rigtlijn loodregt op het rigtvlak, waaraan 
de beschrijvende lijn evenwijdig moet blijven, dan verkrijgt het opper- 
vlak den naam van regte konoïde, en de regte rigtlijn is alsdan te ge- { 
lijkertijd deszelfs intrekJungslijn. Van dien aard is b. v. het oppervlak ! 
van de kegelpormige mg pan Wallis; hetzelve ontstaat op de volgende 
wijze: uit eenig punt van de gemeene doorsnede van twee on elkander 
loodregt staande vlakken is in het eene vlak een cirkel beschreven , en 
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in het andere vlak is eene lijn getrokken , evenwijdig aan deze gemeene 
doorsnede; op dien cirkel en op die regte lijn, als rigtlijnen, laat men 
eene andere regte lijn zoodanig b^w^en, dat zij altijd evenwijdig blijft 
aan een vlak, dat loodregt op de^ beide eerste vlakken staat. De regte 
rigtlijn is de intrekkingslijn van dit oppervlak. 

Tot het geslacht der regte konoïden behoort ook het oppervlak, dat 
ontstaat, wanneer men eene r^te lijn zoodanig laat bewegen , dat zij 1^. 
altijd door de as van eenen regten cirkelvormigen cilinder gaat; 2°. steeds 
evenwijdig bhjft aan het grondvlak dezes cUinders, en S**. gedurig op 
eene achroeflijn blijft rusten , die op het oppervlak des cilinders beschre- 
ven is. Dit scheeve oppervlak, waarvan de as van den cilinder de in trek- 
kingslijn is, draagt in het bijzonder den naam van horltontaal tchroeft>lak^ 
Men ziet hetzelve aangewend bij de aichimedische- of waterschroef , als- 
mede bij de gewone wenteltrappen. 

£en paar voorbeelden zal genoegzaam wezen, om te doen inzien, hoe 
men de scheeve oppervlakken construeert. 

§ . 318. Werkstuk. Op t»te regte Ujnen beweegt tioh eene derde regte Ujn 
soodanig y dat üj steeds etfenwijdig Hijji met het verticale (dak pan projectie: 
men tnraagt het cppervlak te construeren y dat daardoor wordt poortgebragt. 

Omdat de beschrijvende lijnen alle evenwijdig aan het verticale vlak 
moeten loopen, zal elke lijn, die evenwijdig aan de as van projectie ge- 
trokken wordt, de horizontale projectie wezen van eenigen stand der 
beschrijvende lijn; de punten, waarin deze horizontale projectie die der 
beide rigtlijnen snijdt, zijn de horizontale projectien der snijpunten van 
die beschrijvende lijn met de beide rigtlijnen ; bepaalt men dus de beide 
verticale projectien dezer snijpunten , dan zal men , door die te vereenigen , 
de verticale projectie dezer beschrijvende lijn verkrijgen. 

Laat b. v. (A'B', A"B'0 en (CD', CDf^) (fig. 126) de tweegegevene rigt- 
lijnen wezen, dan is £'F% die evenwijdig aan de as geti^kken is, de ho- 
rizontale projectie van eenigen stand £F der beschrijvende lijn, terwijl 
£' en F' de horizontale projectien zijn van de punten, waarin deze be- 
schrijvende lijn de beide rigtlijnen snijdt. Daar nu W en F" de verticale 
projectien dezer punten zijn, zoo is Ë'^F" de verticale projectie der be- 
Klmjvende lijn EF. Op dezelfde wijze verkrijgt men andere standen (A'C, 
A"{7), (G^H', G^'H"), enz. van de beschrijvende lijn, en daardoor de be- 
geerde projectien A'B'D^G' en K"Wï)f^C van het scheeve oppervlak , het- 
welk dat der hyperbolische paraboloïde is. 

Is eene der twee rigtlijnen eene kromme lijn, of zijn de beide rigt- 
lijnen kromme lijnen , dan zal de constructie volmaakt op dezell'de wijze 
kunnen geschieden. 

S 319. Is van het oppervlak, dat in de vorige § beschouwd is, de hori- 
zontale projectie van eenig punt gegeven, en wü men deszelfs verticale 
projectie bepalen , dan trekt men door de gegevene horizontale projectie 
eene lijn evenwijdig aan de as, welke lijn de horizontale projectie zal 
wexen van de beschrijvende lijn, waarop het begeerde punt ge^gen is; 
vervolgens bepaalt men de verticale projectien van de punten , waarin desse 
horiflontale projectie der beschrijvende lijn die der beide rigüijnen snijdt; 
de lijn, die deze twee verticale projectien vereenigt, is de verticale pro- 
jectie der beKfar^vende l^n, «n het pont, waarin de loodlijiny die uit 
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de gegevene liorizontale projectie door de aa gaat , deie verticale projectk 
snijdt , zal de begeerde Terlicale projectie aanwijzen. 

§ 320. Werkstuk. Drie regie lijnen gegetten zijnde, vraagt men kei en- 
perplak te construeren y hetwelk t^oortgehragt wordt door eene regte lijft , diê - 
altijd op deze drie Hjaen blijft russen. 

Laat men door eene der drie rigtlijnen willekeurige vlakken gaan, en r 
bepaalt men de punten, waarin de beide andere rigtlijnen die vlaUua l 
mijden, dan zul men, door die twee snijpunten telkens te vereen igen, . 
verschillende standen van de beschrijvende lijn bekomen, en dus het op» ^ 
pervlak van de hyperboloïde met één blad geconstrueerd hebben. _ 

De constructie wordt zeer eenvoudig, wanneer eene der drie rigtliJMB 
loodregt staat op een der projectievlakken , waartoe men, indien de dria = 
rigtlijnen willekeurig zijn gegeven , door toepassing van vorige werkstuk* — 
ken, altijd zal kunnen geraken. Laatb. v. AN''(fig. 127^ de rigtlijn zqOy :_ 
die loodregt staat op het horizontale vlak; zijn nu (A'B , A"if)en (7jy, ;_ 
Cjy') de beide andere rigtlijnen, dan zal elke lijn, die door N wvndt ^ 
getrokken, de horizontale doorgang wezen van een verticaal vlak, dat ■ 
door AN^' gaat; de punten, waarin deze horizontale doorgang de hoi^ ^ 
zonlale projectiën der beide andere rigtlijnen snijdt, zijn de horizontab ■ 
projectiën der snijpunten van dit verticale vlak met de beide andere ligfr* 
lijnen, en deszelfs horizontale dooi^ng is dus te gelijkertijd de hori- ^ 
zontale projectie van eenigen stand der beschrijvende lijn; bepaalt mes 
nu de beide verticale projectiën dezer snijpumteu , dan zal men, door dflM 
te vereenigen, de verticale projectie dezer beschrijvende lijn bekomen. — 
Zoo is b.v. AF' de horizontale doorgang van een verticaal vlak , dat door -- 
AN" gaat , en dat de beide andere rigtlijnen in twee punten snijdt, waai^ ^ 
van £' en F' de horizontale projectiën zijn; de lijn £''F'' , welke door de vei^ - 
ticale projectiën W en F' dezer punten gaat, zied dus de verticale projectia 
eener beschrijvende lijn wezen, die iVF' tot horizontale projectie heeft. 
Op dezelfde wijze zal men de beide projectiën van elke andere beicfai^ - 
vende lijn kunnen bepalen, en aldus voortgaande, verkrijgt men de pn^ 
jectien A^OjyW en k'^BCjy* van het oppervlak, dat op bovengenoemd! 
wijze ontstaat. 

. Hieruit blijkt weder, hoe men de verticale projectie van eenig punt 
deKS om>ervlak8 kan bepalen, wanneer deszelfs horizontale projectie ga- 
geven IS. 

Zijn de drie rigtlijnen evenwijdig aaneen zelfde vlak gegeven, dannl ^ 
het scheeve oppervlak van denzdfden aard wezen, als dat van J 318. 

Zijn er onder de drie rigtlijnen, eene of twee kromme lijnen, dan* 
zal de constructie volmaakt op dezelfde wijze kunnen geschieden. 

OTBR DB 0IIWBlfTBLING8yi.AKKBN. 

$ 321. Wanneer men eene regte lijn , of eene kromme lijn van enkele 

of dubbele kromming, zoodanig om eene vaste regte lijn laat bew^^, ^ 

dat elk punt der bewegende lijn altijd op gelijken afstand van de vaste * 
regte lijn blijft , dan wordt door de bewegende lijn een oppervlak voort- 

gebragt, dat men een omwentelingsplak noemt. De bewegende lijn is de | 

iesckrijpende lijn ^ en de vaste règte lijn de at van het omwentelingsvlak. \ 

I 
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Het is klaar, dat elk punt der beschriJTende lijn, f^edniende die be- 
ïging , den omtrek eens cirkels iaü doorloopen , welks Tlak loodregt staat 
< de as, en welks middelpunt in de as ligt. De omwentelingsTlakken 
innen dns ook beschouwd worden, als gevormd te zijn door eenen cirkel, 
ïlke zich zoodanig beweegt, dat, terwijl zijn middelpunt altijd in de 

bl^ft , en zijn Tlak altijd loodregt op dexe as , zijn straal in eiken 
genblik der beweging gelijk zij aan den afstand, Tan het punt, waarin 
it Tlak des cirkels de as doorsnijdt, tot dat, waarin hetzelve eene in 
I ruimte gegevene regte of kromme lijn ontmoet. Uierbij verandert de 
schrijvende lijn , welker gedaante bij de eerste vormingwijze standvastig 
eef , in het algemeen te gelijkertijd van stelling en gedaante. 
J 323. Als men zich uit aUe punten eener kromme lijn van dubbele 
vmming , die als beschrijvende lijn eens omvrontelingsvlaks woidt aange- 
imen, loodiijnen denkt nedergeUten op de as, en wel tot aan dezelve, 
in zijn deze de stralen der cirkels , welke door ieder punt worden doorr 
Dpen , en hare voetpunten op de as zijn de middelpunten dezer cirkels, 
n zullen echter deze stralen noch van grootte, noch van ouderlingen 
itand veranderen, wanneer men hen gezamenlijk nederlegt op ee^ plat 
ak, dat door de as gebragt wordt; hunne uiteinden, die altijd nog tot 
!t oppervlak behooren , zullen alsdan eene zekere vlakke kromme lijn 
mnen, en deze vlakke kromme lijn, welke blikbaar niet anders is, 
in de doorsnede van het omwentelingsvlak met een plat vlak , dat door 
) as gaat, zal derhalve, door hare draaijing om de as, hetzelfde op- 
ffvlak voortbrengen, als de eerstgegevene beschiijvende lijn van dubbele 
tomming. Even gemakkelijk laat zich bewijzen, dat niet alleen de 
snoemde vlakke kromme lijn, maar in het algemeen elke, op een om- 
entelingsvlak geteekende , liju , door hare draarjende beweging om de as, 
ederom hetzelfde oppervlak moet voortbrengen. 

S 323. £lk vlak, dat door de as van een omweütelingsvlak gaat, 
Mmt men een mertdiaainflak , en de kromme lijn, volgens welke zoo- 
mig vlak het oppervlak snijdt, eene meridiaan van hetzelve; al de me- 
dianen van eenig omwentelingsvlak z^n blijkbaar onderliiig gelijk en 
dijkvormig. Wanneer de omwentelingsas loodregt staat op een der pro- 
otievlakken , wordt de meridiaan, die- evenwijdig is aan het andere pro- 
ctievlak, éit Jio^meridiaan van «het oppervlak genoemd. . 

De cirkels, waaruit men kan beschouwen, dat een oinvrentelingsvlak 

lamengesteld , en welker vlakken loodregt op de as en- ofnderling even- 
^dig zijn, heeten de paraUeleirkelt ^ of aUeeniijk de parallellen der op- 
nrvlakken. 

S 324. De klane der omwentelingsvlakken is eene dergenen, welke 
Kt meest in de kunsten worden gebezigd , en hare vervaardiging is al- 
leenvoudigst. £r bestaan zoq vele gesladiten van dezelve, als zich 
iderscheidene lijiien, of zelfs zamenstellingen van lijnen, tot hare 
mning nemen laten , en deze geslachten verdeden zich weder in zeer 
irschillende soorten, naargelang van de stelling der as, ten opzigte 
m de beschrijvende lijn. 

Is de beschrijvende lijn een cirkel, en gaat de omwentelingsas door 
Mz^fii middelpunt, dan wordt het omwentelingsvlak het oppervlak eens 
)ls; gaat de omwentelingsas niet door het middelpunt des cirkéb, dan 
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ontstaat er een oppervlak, dat tot de ringvormige behoort. Deringen, 
die in de mechanisdie kunsten zoo veelvuldig voorkomen, zijn eene bij« 
londere soort van dit oppervlakken-geslacht. 

Wentelt eene ellips om eene harer beide assen , dan verkrijgt men het 
oppervlak van de tpheroïie of van de eOipsoïde, 

Is de beschrijvende lijn eene r^te lijn, dan zal er een regt cilindervlak 
ontstaan, wanneer die regte' beschrijvende lijn evenwijdig is aan de om- 
wentelingsas, en een regt kegelvlak, wanneer die beschrijvende Iga 
de as snijdt. Ligt echter de regte beschrijvende lijn niet in h^zelfde vlak 
met de omwentelingsas, dan ontstaat er een omwentelingsvlak , datocdc,^ 
($ 311) een scheef oppervlak is, en dat men daarom het oawenteUngt» 
seheef-opperplak , of ook om redenen, die nader zullen blijken (§330), cm- 
wentelings'hjperholoïde met één hlad noemt. ■ De kortste afstand van die regte 
beschrijvende lijn dezes oppervlaks tot de omwentelingsas, is eene lijn die 
loodregt staat op deze beide lijnen, en zij beschrijft derhalve de paralkl j 
van den kleinsten straal; deze parallel wordt de heel des oppervlaki ~ 
genoemd. 

S 325. Om de constructie der omwentelingsvlakken zooveel mogel^ 
te vereenvoudigen, neemt men gewoonlijk de projoctie vlakken zoodanig * 
aan, dat de omwentelingsassen -loodregt komen te staan op een der pro- . 
jectievlakken ; daardoor wordt het vlak van den voortbrengenden drkii 
evenwijdig aan dat projectievlak ($ 321) , en het vlak van de besding* 
vende kromme loodregt op hetzelve. Veider wordt, om dezelfde reden, 
de beschrijvende kromme aangewezen door derzelver stand , die evenwijdig 
is aan een der projectievlakken. 

% 326. Werkstuk. Fan een omwent^ngsvlak y de he*chrij(»eude kromme 
en de omwentelingses gegeven sijnde , f raagt men dit oppert^lak te construenm. 

Laat, volgens hetgeen in de vorige § gezegd is, de omwentelingiM . 
<A',A''(7') (fig.128) loodregt zijn op het horizontale vlak, en uj (A'B^, 
A.'ÏÜ'G') die stand der beschrijvende kromme, waarin zij evenwi j dig ~ 
if aan het verticale vlak; maakt men dan A^D^'C^ g^^jl^ «^An IkTWCT^ 
en A'D'ssA'B^dan zal (B'iy, A'^B^Ca^A") de hoofdmeridiaan des op- 
pervlaks zijn. Nu is klaarblijkeUjk A^B'^COyA" de omtrek of de grens 
van de verticale projectie des oppervlaks,' terwijl de cirkel BVD', die , 
uit A', met den grootsten straal A^B' beschreven is, die van deneUs • 
horizontale projectie zal wezen. 

Wil men, ter vollediger constructie van het oppervlak, de besdmjveiidB ! 
«kromme nog in andere standen projecteren, b. v. in den stand, waarin '-• 
Al/ hare horizontale projectie is, dan kan dit zeer gemakkelijk geatjueden. 
Yorbeeldt men zich ds hoofdmeridiaan zoover om de omwentelingsas ge- 
draaid, totdat zij in dien stand gekomen is, waarin A'b^ hare horizon* ' 
tale projectie woidt, dan zal het punt (B',B'^ van dezelve een* cirkelboQg ' 
beschreven hébben, welks verticale projectie in B^'D" ligt, en welks ho- 
rizontale projectie BI/ is. Dewijl nu b^ de horizontale projectie van het 
punt (B'3") na de beweging is , zoo is het punt V, waarin B"D^ ge- 
sneden wordt door de lijn , die uit b' loodregt door de as van projectie 
gaat, de verticale prmectie van het punt (B',B'') na de beweging. De 
horizontale projectie £' van eenig ander punt (£',£'') der besdirijvends 
kromme, komt na de beweging in e', en de verticale projectie c?^, die 
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in E'^F^ moet ligg0D, welke uit W loodregt op A^'G^ getrokken is, woidt 
weder geronden, door het mijpunt te bepalen mn Ë'^F" met de lijn, 
die nit e^ loodregt door de as Tan projectie gaat. Bepaalt men <^ de»lfde 
wijze de verticale projectie van nog meer punten , en trekt men door d»- 
i^re eene kromme lijn A."W'G\ dan zal deze de verticale projectie we- 
ien van de beschriJTende kromme, in derzelver nieuwen stand. Op deie 
w^ kunnen zooveel standen van de beschrijvende kromme geprojecteerd 
worden , als men verkiest. 

$ 327. Wkrutük. JToMeer RS^ evenwijdig aan FQ^ {fy, 128) m hei 
9mg9 werkstuk ie as pan frojeetie isy dan zal het cmwentelingtplak door 
hei perUeale f lak gesneden vwrden : men vraagt den doorgang te hepaUn, die 
ieerdoor ontstaat. 

De drkel GTH^ welke RS aanraakt, is klaarbUjkelijk de horizontale 
projectie van de twee cirkels op het oppervlak , welke het verticale vlak 
aanraken, en derhalve den begeerden doorgang boven en beneden door 
komie raakpunten I begrenzen. Dewijl G^'H'' en Q/HÜ' de verticale pro- 
jectiën dezer cirkels zijn , zoo zullen de punten T' en V\ waar deze lijnen 
de lijn Vü' snijden , de'grenspunten des doorgangs wezen. De horizontale 
projectie van het uiterste punt des doorgangs ter linkerzijde, is blijkbaar 
Kf; derhalve is K'^, gelegen in de projectie B'^D" des cirkds, waarvan 
DHK/B^ de horizontale projectie is, de 'verticale projectie van dit punt. 
Om andere pdnten des doorgangs, b. v. dat ,punt, welks horizontale pro- 
jectie 1/ ia, te verkrijgen, beschrijft men uit A', met A'L' als stxaal, 
een* cirkélboog, die B'IV in M' snijdt, en trekt uit M' eene loodlijn door 
de as van projectie, dan zullen de punten M'' en M'', waar deze loodlijn 
de verticale projectie van de beschrijvende kromme snijdt, de hoogten 
aanwijzen van de horizontale cirkels, waarop het puntL gelegen is. De 
Ifoen M'^" en M"N'', loodregt op A"(y', zijn derhalve de verticale pro- 
jectïen dezer cirkels, en in deaoelve moeten de verticale projectiën van het 
pont Ij gelegen weasen; wordt dus uit 1/ eene loodlnn door de as van 
projectie getrokken , dan zullen de snijpunten I/' en I/^ van deze loodlqn 
net de lijnen M'^N" en M'^N'', de verticale projectiën van het punt L zijn. 
Door andere punten tusschen K' en V aan te nemen, en daarmede op 
dezelfde wijze als met 1/ te handelen , zal men nog meer punten des door- 
gangs kunnen bepalen. Door behoorlijke vereeniging dezer punten verkrijgt 
men den halven doorgang FL"K"L"I'^; de andere helft wordt op dezelfde 
wijze , of ook door de reeds gevondene helft aan den anderen kant over 
te brengen, bepaald. 

$ 3^. Wkbkstvk. De horiiontah projectie ca» eenig punt eens ommen» 
teÜngstflaks gegeten zijnde y tnraagt men deszelfs pertieale projectie te hepalen. 

Is de omwentelingsas loodiègt op het horizontale vlak., en is de hoold- 
meridiaan door hare beide projectiën gegeven , dan zal de lijn , die de 
gegevene horizontale projectie van eenig punt des oppervlaks met de ho- 
rizontale projectie van de omwentelingsas vereenigt, de horizontale pro- 
jectie , en tevens de werkelijke lengte zijn van den straal der horizontale 
ciricds, waarop het punt des oppervlaks gelegen is, en men zal dus de 
horizontale projectie van deze cirkels kunnen construeren. Trekt men 
nn aan deze horizontale projectie eene raaklijn, die loodr^ door de as 
van projectie gaat , dan zullen de punten , waarin deie rMklijn de ver- 
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ticale projectie yan de hoofdmeridiaan mijdt, de hoogten van bovenge- 
noemde cirkels aanwijzen , en men zal dus ook derzelTer verticale projectiëki 
kunnen bepalen , door uit de gevondene snijpunten lijnen evenwijdig aan 
de as van projectie te trekken. De punten , waarin dese vertiode pnn 
jectiën gesneden worden door de lijn, die üit de gegevene horizontalt 
projectie van het punt loodregt door de as van projectie gaat, zuUen ds 
begeerde verticale projectiën aanwijzen^ 

Laat b. v. L' (fig. 128) de gegevene horizontale projectie wezen, dan 
is de cirkel ,- die uit A', met A'L' als straal, beschrexien wordt, de ho- 
rizontale projectie van de parallellen , waarop het punt L des oppervlaki 
gelegen is. De raaklijn, die aan het punt M' dezes cirkels getrokkstt 
wordt, snijdt de verticale projectie der hoofdmeridiaan in M" en M'^j 
de lijnen M^HN" «m MTN'' zijn dus de verticale projectiën van bovenge- 
noemde parallellen, terwijl I/' en I/' de gevraagde verticale projectifts 
zullen wezen. Hieruit volgt , dat er in dit geval twee punten L op het 
oppervlak z^n, die 1/ tot horizontale projectie hebben. 

S 329. Is de verticale projectie U' gegeven, en moet men de hori^ 
zontale projectie van het overeenkomstige punt bepalen, dan besdurqft 
men uit A% met A1/i=aM"(y' als stnial, eenen cirkel, en trèkt mk 
I/' eene loodlijn door de as van projectie ; het punt L', waar deze loddUjai 
den beschrevenen cirkel snijdt , zsil alsdan de begeerde horizontale projectie 
wezen. Daar echter deze loodlijn dien cirkel ook beneden B'D' zal sn^ 
den, zoo zullen er in dit geval mede twee punten op het oppervlak z^n, 
die L" tot verticale projectie hebben. 

tiet is klaar, dat de beschrijvende lijn van een omwent^ngsvlak zo»* 
danig wezen kan , dat met eene aangenomene horizontale projectie vaa 
eenig punt des o|^iervlaks, drie, vier en meer verticale projectiën kniH 
nen overeenstemmen, en zoo ook omgekeerd. 

$ 330. WiRKSTUK. Eene regie lijn wentelt cm eene andere regtê lijn, 
die niet met hëar in hetxelfde f lak ligt, soodanigy dat zij altijd denteffden 
stand ten optigte pan die lijn behoudt , en brengt door die beweging een ge- 
bogen oppervlak voort: men vraagt de vlakke kromme lijn te bepalen, die alt 
beschrijvende kromme, om dezelfde as wentelende , hetzelfde gebogen oppervlak 
zal doen ontstaan. 

Ter oplossing van dit werkstuk legge men, volgens § 322, al de lood' 
lijnen, die uit de punten der regte beschrijvende lijn op de omwente- 
lingsas- kunnen worden nedergelaten , op een plat vlak neder, dat door 
de omwentelingsas gaat, dan zal men, door de uiteinden dezer loodl^nen 
te vereenigen, de vlakke kromme lijn verkrijgen, die, door hare om- 
wenteling om dé as, hetzelfde oppervlak voortbrengt, als de eentgegevene 
regte beschrijvende lijn. . Merkt men echter op , dat de uiteinden dezer 
loodlijnen ni«t anders zijn, dan de punten, waarin de omtrekken der 
cirkels, die door élk dezer loodlijnen worden beschreven , het platte vlak 
snijden, dat door de omwenteUngsas gaat, dan zal men sledits den 
snijpunten behoeven te bepalen , en deze behoorlijk met elkander moeten 
vereenigen. Om de constructie te vereenvoudigen , neme men de omwen* 
telingas loodregt op het horizontale vlak, en, ten einde de hoofdme* 
ridiaian dés oppervlaks te bepalen, brenge men het vlak, dat dooi de 
omwentelingsas gaat, evenwijdig aan het Terticale vlak. 
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. Laat b. v. (A', J&^ en (Ciy,C"iy') (fig. 129) de beide gegevene regte 
lijnen zijn, waarvan de eerste de omwentelingsas is, die loodregt staat 
op het horizontale vlak, en de tweede de beschrijvende lijn des opper- 
vlaks; laat verder RS de horizontale doorgang zijn van een 'vlak , dat 
door de omwentelingsas gaat, en evenwijdig is aan het verticale vlak, 
dan zal het er slechts op aankomen , om de punten te bepalen, waarin 
de omtrekken der cirkels, die door de verschillende punten der bewegende 
lijn worden beschreven , het vlak RS snijden , en deze snijpunten behoor- 
lijk vereenigende , zal men de hoofdmeridiaan des oppervlaks bekomen , 
dat isj de kromme lijn, die, door hare wenteling om de as, hetzelfde 
oppervlak zal voortbrengen, als de regte beschrijvende lijn. Zij daartoe 
rKjP^') een willekeurig punt der beschrijvende lijn, dan is (F'A',F'''K") 
de loodlijn, die uit dit punt op de omwentelingsas valt, terwijl de wer- 
kelijke lengte dezer loodlijn gelijk is aan A'F'; wordt dus uit A', met 
A'F^ als straal , een cirkel beschreven , dan zal deze de horizontale projectie 
wezen van den horizontalen cirkel, die door het punt (F'jP') wordt door- 
loopen , terwijl de verticale projectie van dezen ciikel gevonden wordt , 
door K'T'=rATF', ter wederzijden van K'', op F'K." uit te zetten. Deze 
cirkel snijdt blijkbaar het vlak RS in twee punten, die f tot horizontale, 
en r^ tot verticale projectie hd)ben ; de punten (r,r') zijn alzoo punten 
van de hoofdmeridiaan des oppervlaks. Handelt men met andere punten 
(H',H") der beschrijvende lijn op dezelfde wijze als met (F', F"), dan zal 
men zooveel punten van de hoofdmeridiaan kunnen baaien, als men 
verkiest. 

Laat men uit A' eene loodlijn ATB' opC'iynedcr,danis(E'A',WB'') 
de kortste afstand der beide gegevene lijnen, of de lijn, die te gelijkertijd 
loodregt op beide staat; het punt (E'jE'^ zal dus den kleinsten cirkel, 
of de keel des oppervlaks doorloopen. De punten, waarin deze cirkel of 
parallel het vlak RS snijdt, zijn (e^,e''). 

Vereenigt men de verticale projectiën van de gevondene punten der 
hoofdmeridiaan, dan 2al men eene kromme lijn f Vg^' verkrijgen, welke 
eene hyperbool genoemd wordt, en die de verticale projectie G"D^' der 
bewegende lijn in ^' aanraakt , welk punt overeenstemt met het punt G^, 
dat aan de lijnen CIV en RS gemeen is. De halve eerste as dezer hy- 
perbool is B'V, en derzelver halve tweede as wordt gevonden, door eene 
vierde evenredige te zoeken tot CE^B'^D" en WV. 

Wentelt nu de hyperbool , waarvan Pe"g'^ de verticale , en RS de ho- 
rizontale projectie is , om de as {A\JS'^ , dan zal zij hetzelfde oppervlak 
voortbrengen , als doot de opgegevene beweging van de lijn (pf/fi'iy^) 
ontstaat; het is daarom, dat dit omwentelings scheef-oppervlak ook den 
naam van omwentelings-hyperboloïde met ëén blad draagt. 

§ 331. WEliKdTüK. Het opper f^lak te construeren pan den gewonen ring, 
dat is pan het opperplak y hetipelk ontstaat y wanneer' een cirkel wentelt cm 
eene*li/ny die in het plak pan den cirkel lijgtf maar niet door %ijn middel» 
punt gaat. 

Laat {AfjAA.^') (fig. 130) de omwentelingsas zijn,, dié loodregt staat op 
het horizontale vlak, en zij de cirkel, uit C'^ met CB" als straal he- 
Bchreven , de verticale projectie van den beschrijvenden cirkel , wanneer 
hij zich evenwijdig aan het 'verticale vlak bevindt. Trekt men nu uit 
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Cf' eene loodlijn op JA'\ en neemt men op deze loodiy n de lijn (yT'=(y'Cy', 
dan zal, als men ait F, met I'^'=:B''G" als straal, eenen drkel be« 
schrijft, en aan denzelven de raaklijnen H'^^' en "F^'Qf ^ evenwijdig aan 
de as van projectie, trekt, G"F'(yayK"H"G^ de verticale projectie, en 
Giy de horizontale projectie van de hoofdmeridiaan des oppervlaks we- 
sen. Beschrijft men vei^er uit A' twee cirkels, met A'B'zzCy'B'' en 
met A'iy =()"£/' als stralen, dan zal tusschen den'buitensten omtrek van 
den eersten en den binnensten omtrek van den tweeden cirkel , de horizoB* 
tale projectie van het oppervlak begrepen zijn , terwijl G"F"Q''iy'K"H"G'' 
blijkbaar de grens van de verticale projectie dezes oppervlaks zal wezen« 

De lijn , waarvan A'B' de horizontale en CX^^' de verticale projectie is, 
zal de keel van den ring doorloopen. 

Is F' de horizontale projectie van eenig punt des oppervlaks, dan zul- 
len daarmede (J 326) de verticale projectiën F' en F' overeenstemmen. 

OTER DB RIK6V0BMI6B OPPEBTLAKKEN* 

$ 332. Wanneer men eene kromme lijn volgens eene zekere wet op eene 
andere kromme lijn laat bewegen , dan zal de bewegende kromme een ge- 
bogen oppervlak beschrijven , dat een ringvormig oppervlak genoemd wordt. 

Laat men b. v. een cirkel met deszelfs middelpunt altijd op eene wil- 
lekeurige k^mme lijn bewegen, zoodanig, dat het vlak van den drkel 
deze kromme lijn altijd regthoekig doorsnijdt, dan zal de omtrek van 
dezen drkel een ringvormig oppervlak voortbrengen. Ligt bij deze be- 
weging een ander punt van dezen cirkel altijd op de kromme rigtlijn, 
of is de bewegende kromme geen drkel ^ dan moet men nog eene nieuwe 
voorwaarde van beweging opgeven; want dan kan het vlak der bewe- 
gende kromme om het punt, waarmede zij op de rigtlijn rust, draageUi 
zonder daarom op te houden loodregt op dezelve te staan , en het opper- 
vlak zou dus gedurig van gedaante kunnen veranderen. Chn de beweging 
der kromme lijn alsdan volkomen te bepalen, kan men verschillende 
voorwaarden uitdenken, welke alle tot zooveel verschillende oppervlakken 
aanleiding geven. 7mo zou men bij de reeds gegevene voorwaarden nog 
deze kunnen voegen , dat eene bepaalde lijn in het vlak der bewegende 
kromme, gedurende de beweging, steeds door eene gegevene regte of 
kromme lijn moet gaan. 

In plaats van het vlak der bewegende kromme steeds loodregt op de 
kromme rigtlijn te onderstellen , kan men hetzelve evenwijdig met zich 
zelven bewegen , en gedurende deze beweging een bepaald punt van het 
vlak der kromme altijd op de gegevene kromme lijn laten blijven. Is da 
bewegende kromme lijn alsdan een cirkel, die niet met zijn middelpunt 
op de rigtlijn rust, of is de bewegend^ kromme lijn geen cirkel, dan 
moet men, om de beweging te bepalen, hier nog de voorwaarde bijvoe- 
gen, dat e^ene bepaalde lijn in het vlak der bewegende kromme altijd 
evenwijdig aan zich zelve blijft. 

Men kan ook als voorwaarde der beweging van de beschrijvende kromme 
lijn aannemen, dat, terwijl eenig punt van derzelver vlak altijd op de 
kromme rigtlijn blijft , haar vlak gedurig door eene zelfde regte lijn gant. 
Neemt men b. v. een' regten cirkelvoripigen cilinder, waarop eene sduoef- 
lijn beschreven is (§ 277), en laat men een' drkel met dea^lfiB middel- 
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pont altijd op deze adiroeflijn rusten, terwijl het vlak van den cirkel 
steeds door de as van den cilinder gaat, dan zal de omtrek dezes cirkels 
een ringvormig oppervlak doorloopen , waarvan de bovenste helft tot de 
ooDstmctie der verwulfde wenteltrappen gebruikt wordt. 

Het eenvoudigste ringvormig oppervlak ontstaat door de beweging van 
eenen cirkel , die roet zijn middelpunt altijd op den omtrek eens anderen 
drkels rust, terwijl het vlak van den eersten gedurig loodregt op den 
omtrek des tweeden blijft. Men ziet gemakkelijk in, dat dit oppervlak 
betzelfde is als dat van den gewonen ring (§ 331), en dus tot de omwen- 
telingsvlakken behoort; want het wordt ook voortgebragt door den be- 
vegenden cirkel te laten wentelen om de as van den anderen, dat is, 
om de lijn , die door zijn middelpunt gaat, en loodregt staat op zijn vlak : 
het is namelijk klaar, dat het middelpunt van den bewegenden cirkel 
alsdan een' cirkel zal doorloopen ,' waarop het vlak van den bewegenden 
cirkel altijd loodregt slaat. 
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BN OfVONTWIKKBLBARB. 

S 333. Men noemt een oppervlak ontwikkelhaar y wanneer hetzelve zonder 
plooijen of scheuren op een plat vlak kan worden uitgespreid. 

De veelvlakkige ligchamen hebben het denkbeeld van de ontwikkeling 
der oppervlakken doen ontstaan. Het is namelijk klaar, dat als men de 
dèelen der oppervlakken van deze ligchamen, om de ribben, waarmede 
zij aan elkandersluiten, beweegbaar onderstelt, men dezelve in een zelfde 
vlak naast elkander kan leggen, en dus het geheele oppervlak op dit 
platte vlak ontwikkelen kan. Ten opzigte der ontwikkeling van deze 
oppervlakken , zijn er echter nog verscheidenheden , welke van belang 
sqn, om op te merken. 

Wanneer men eene piramide beschouwt, en het grondvlak niet in 
aanmerking neemt, dan is het klaar, dat de ontwikkeling van het op- 
pervlak op het vlak van eene der zijden kan bewerkstelligd worden, en 
dat alsdan al de zijvlakken naast elkander zullen komen te liggen*, zonder 
dat er ergens eenige ledige ruimte of verbreking van den zamenhang 
lal bestaan. Hetzelfde zal plaats hebben ten opzigte der prisma's, wanneer 
men namelijk het grond- en bovenvlak wegdenkt, en het is klaar, dat 
men dezelve hier niet in rekening mag brengen , omdat de grondvlakken 
der prismaU en piramiden niet anders zijn dan grenzen, welke de verbeel- 
ding of de noodziakelijkheid ons aan deze vlakken doet toekennen , welke 
uit derzelver aard ondertusschen onbepaald voortloopen. 

Wil men daarentegen het oppervlak vaij eenig ander veelvlakkig lig- 
diaam, b. v. een. icosaëdrum of dodecaëdrum, ontwikkelen, dan kan 
men al de deelen van dit oppsrvlak wel op een zelfde vlak uitspreiden , 
dodi dan zullen deze deelen in de ontwikkeling hier en daar van elkander 
zijn afgezonderd, en geen zamenhangend geheel meer uitmaken. 

5 334. Ook»sommige gebogene oppervlakken zijn ontwikkelbaar, of 
kunnen op een plat vlak worden uitgespreid. Tot de ontwikkelbaarheid 
van een gebogen oppervlak wordt klaarblijkelijk vooreerst vereischt, dat 
hetzelve kan beschouwd worden als door eene regte lijn te zijn voortge- 

9. 
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bragt, en ten andere, dat elke twee onmiddellijk op elkander volgende 
standen deier regte beschrijvende lijn elkander snijden of evenwijdig loo- 
pen, en dut in een lelfde vlak gelegen zijn; want van zoodanig gebogen 
oppiTvlak kan men elk element, dat gelegen is tusschen twee onmiddellijk 
op elkander volgende beschrijvende lijnen, aU een plat vlak beschouwen, 
en dit element, om de beschrijvende lijn, waarmee het aan het vorige 
•luit, omwentelen, tot dat het in deszelfs verlengde gelegen is, en aldus 
voortgaande, het geheele gebogen oppervlak op het platte vlak uitspreiden, 
dat het verlengde is van het eerstaangenomen element. 

Het is klaar, dat van de hierboven beschouwde geslachten van gebogen* 
oppervlakken, de kegel- en cilindervlakken de eenige zijn, welke ontwik- 
keld kunnen worden, dat is, zij kunnen, wanneer zij volgens een* der stan- 
den van de beschrijvende lijn worden doorgesneden , op een plat vlak zonder 
te scheuren ofte plooijen worden uitgespannen. Immers men kan zich een 
kegelvlak denken als uit een oneindig aantal van oneindig kleine vlakke 
hoeken te bestaan, en alsdan kan men zich verbeelden, dat elk dezer 
hoekjes, om het been, waarmede het aan het voorgaande hoekje sluit, 
wordt omgewenteld , tot dat het zich in het verlengde vlak van het voor- 
gaande hoekje bevindt. Men kan zich. hiervan nog beter overtuigen, 
door zich het kegelvlak als het oppervlak eener piramide van een aeer 
groot aantal zijden voor te stellen; want dan zal men bespeuren, dat 
deee stelling waar blijft, hoeaeer men het aantal der zijden in deaee 
piramide ook vermeerderen wil. Deze stelling moet dus ook doorgaan 
voor het kegelvlak, hetwelk al de oppervlakken dezer piramiden om- 
sluit. Dezelfde redenering gaat ook door voor alle cilindervlakken, 
omdat zij als oppervlakken van prisma's van een oneindig aantal zijden 
kunnen beschouwd worden. 

Ofschoon de scheeve oppervlakken ook door regte lijnen worden voort- 
gebragt, zijn zij echter niet ontwikkelbaar; want elke twee onmiddell^ 
op elkander volgende standen van derzelver beschrijvende lijnen liggen 
niet in een zelfde vlak , maar kruisen elkander in de ruimte. De scheeve 
oppervlakken, zoowel als de omweutelingsvlakken met kromme meridianen, 
en de ringvormige oppervlakken , zijn alzoo onontwikkelbare oppervlakken« 
$ 33tt. Om een volledig denkbeeld te hebben van de ontwikkelban 
oppervlakken in het algemeen , verbeelde men zich het oppervlak , dat er 
ontstaat, wanneer men van eenen veelhoek ABCD enz. (fig. 131), waarvan 
elke drie op elkander volgende zijden niet in een zelfde vlak liggen, 
al de zijden onbepaaldelijk verlengt. Dit veelvlakkig oppervlak bestaat 
uit de vlakke hoeken PAQ, QBR, enz., die twee aan twee eenen twee- 
vlakkigen hoek insluiten; verbeeldt men zich daarenboven, dat al de 
ribben verlengd zijn aan de andere zijde van den veelhoek, dan zal daafi- 
dooT een tweede veelvlakkig oppervlak ontstaan , hetwelk van het eerste 
door den veelhoek ABCD enz. is afgescheiden, even als de bladen van 
een kegelvlak door deszelfs top. Onderstelt men verder, dat bovenge> 
noemde veelhoek beschreven rij in eene gegevene kromme lijn van dubbele 
kromming, en vermeerdert men achtervolgens het aantal van deszelfs 
zijden , dan zal men op deze wijze eene menigte van '^eelvlakkige opper- 
vlakken bepalen, waarvan iedere ribbe met de onmiddellijk daaropvol-- 
gende in een zelfde vlak ligt; de limiet of grens van al deze 'veelvlak- 
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kigie opperylakken cal een gebogen oppervlak lijn, dat dezelfde eigen- 
schap bezit , en dns een ontwikkelbaar oppenrlak zal wezen. Dit gebogen 
oppenrlak is het algemeen cntwikkelhaar ojfenfUk, waanran de cilinder- en 
kegelvlakken slechts bijzondpre gevallen uitmaken. 

Het is klaar, dat, Inj dit overgaan tot de limief , de veelhoek in de 
gegevene kromme l^n verandert, en dat de ribben van het veelvlakkig 
oppervlak raaklijnen worden aan deze kromme lijn; het algemeen ont- 
trikkelhaar oppervlak kan derhalve beschouwd worden als voortgebragt 
te zijn door eene regte lijn, die altijd raaklijn blijft aan eene gegevene 
bnmme lijn van dubbele kromming. Deze kromme lijn wordt de keer- 
Urn (*) Tan het algemeen ontwikkelbaar oppervlak genoemd; de beide 
naden van dit oppervlak zullen volgens deze keerlijn aan elkander sluiten. 
Zoo zal men b. v. een ontwikkelbaar oppervUk verkrijgen , door eene regte 
lïn zich zoodanig te laten bewegen , dat zü altijd raaklijn blijft aan eene 
gegevene schroeflijn (fig. 118) ; de lijn (X'C , JPC) is eene van de be- 
icfaóijvende lijnen dezes oppervlaks, hetwelk den naam draagt van ont- 
wnkkeliare héli^ïde. 

% 336. De kromme lijnen , welke op een cilindervlak zoodanig worden 
bodireven , dat zij met al de beschrijvende lijnen eenen standvastigen 
hoek maken, worden in het algemeen hélices of sehroeflijnen genoemd. 

Het is gemakkelijk in te zien , dat elke schroeflijn bij de ontwikkeling 
van het cilindervlak , waarop zij beschreven is , eene regte lijn moet worden ; 
«ant daar alsdan al de beschrijvende lijnen des cilindervlaks in een zelfde 
liak komen te liggen en onderling evenwijdig blijven , kan de lijn, welke 
al deze beschrijvende lijnen onder eenen standvastigen hoek doorsnijdt, 
niets anders dan eene regte lijn zijn. 

Is het cilindervlak regt en cirkelvormig, dan zal de daarop beschre- 
vene schroeflijn niets anders wezen dan de gewone sehrofflijn^ welke vrij 
neds in J 275 hebben leeren kennen. 

% 337. De schroeflijnen hebben de eigenschap van de kortste lijnen 
te z^n , welke op de cilindervlakken van een punt tot een ander punt 
getrokken kunnen worden, en hiervan kan men rich gemakkelijk over- 
tuigen, door op te merken, dat de uitgebreidheid van een vlak niet 
verandert, door hetzelve om eenen cilinder te wikkelen, en dat de lijnen, 
welke de punten in de ontwikkeling op eene of andere wijze vereenigen, 
bq de wikkeling om den cilinder volstrekt dezelfde lengte blijven behou- 
den. Ku is in de ontwikkeling de kortste afstand tusschen twee punten 
eene regte lijn , en dezelve moet dus op het oppervlak van den cilinder 
eene schroeflijn rijn. Wanneer men derhalve eenen draad over een 
cilindervlak heen buigt, zoodat dezelve gespannen is, dan zal deze draad 
de gedaante van eene schroeflijn aannemen. 

J 338. Hetgeen ten opzigtevan de cilindervlakken gezegd is, is ook. 
toepasselijk op de kegelvlakken en op alle andere ontwikkelbare opper- 
vlakken. De kortste afstand tusschen twee van derzelver punten zal op 



(*) Sn^dt neo het algemeen ontwikkelbaar oppervlak door een plat vlak , dan Is de door- 
WÊté% ceae kronme l^n, die in bet punt, waarin bet in^dende vlak de kromme iqo van 
dabbele kroBmiag ontmoet, een keerpunt heeft ; dit is de reden , waarom men deze kromme 
IQn van dvbbele kromming den naam van keerlQn geeft. 
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het oppervlak worden aangewezen door eene kromme lijn, welke bij d< 
ontwikjEeling in eene.regte lijn verandert; zulke kromme lijnen, up eei 
kegelvlak beschreven zijnde, worden in het algemeen spiralen oï krulUjnei 
genoemd. 

Eene spiraal, die op eenen regten cirkelvorraigen kegel beschreven is 
heeft tot projectie op het grondvlak dezes kegels eene dergelijke lijn, 
welker punten in standvastige reden tot het middelpunt van het grondvlal 
des kegels naderen; deze projectie is dé bekende spiraal van Archimedes, 

Ook op omwentelingsvlakken , b. v. op een' bol of op eene spheroïde, 
kunnen spiratdvormige kromme lijnen worden beschreven, die daar echtei 
niet den koristen afstand tusschen twee punten van het oppervlak zullen 
aantoonen. Zoo is b. v. de weg, dien een schip aflegt, wanneer het altijd 
in eene zelfde tusschenstreek van het kompas voortzeilt , en dus alle me* 
ridianen onder denzelfden hoek doorsnijdt , eene spiraalvormige kromme 
lijn, welke in het bijzonder den naam van loxodromische lijn draagt. 



OVER DE DOOR8NIJDINO DER OBBOGENE 

OPPERVLAKKEN. 



OVER DB DOORSNIJDING DER GBIOGBNB OPPER TLAKKBN 

MET RE6TB LIJNEN, 

$ 339. Om de snijpunten van eene regte lijn met eenig gebogen 
oppeiTlak te bepalen, kan men eene der beide projectië'n van deze' lijn 
beschouwen als de gelijknamige projectie te ^ijn van eene vlakke kromme 
I^n, die op het gebogen oppervlak gelegen is; construeert men nu, 
naar aanleiding van de gegevene wording van het gebogen oppervlak, 
de andere projectie dezer vlakke kromme lijn , dan heeft men eigenlijk 
de vlakke kromme lijn bepaald, volgens welke een der projecterend» 
vlakken van de gegevene regte lijn het gebogen oppervlak snijdt. Deze 
Tlakke kromme lijn ligt alzoo in een der projecterende vlakken van de 
gegevene regte lijn, en daar deze laatste mede in dit projecterend vlak 
gelegen is, zal zij de kromme in een of meer punten kunnen snijden; 
deze punten, als te gelijkertijd op de regte lijn en op het gebogen op- 
perylak gelegen zijnde, zullen de begeerde snijpunten wezen» 

Deze algemeene leerwijze, om de snijpunten van eene regte lijn met 
ttnig gebogen oppervlak te bepalen, behoeft bi} de cilinder- en kegel- 
vlakken niét gevolgd te worden, zoo als uit de behandeling der twee 
volgende werkstukken zal blijkend 

$ 340. Werkatttk. De punten te Se/nJen^ waarin eene geget^ene regt9 
lijn een gegepen eilinderclak snijdt, 

In plaats van volgens de algemeene leerwijze der vorige § te werk 
te gaan , kan men in dit geval de begeerde snijpunten gemakkelijker 
bepalen. Men, merke daartoe op, dat de beschrijvende lijnen des cilin- 
dervlaks, waarop de gezochte snijpunten gelegen zijn, met de gegevene 
lijn in hetzelfde vlak moeten liggen , en dat elke lijn , die dooiv eenig 
punt der gegevene lijn evenwijdig aan de rigting der beachiijvende l^iiei» 
van het cilindervlak getrokken wordt, m^e in dit vlak laL gelegen 
wezen; het vlak, dat de begeerde snijpunten bevat, is dus bepaald door 
de gegevene lijn en door eene lijn, die uit een willekeurig punt der 
gegevene lijn evenwijdig aan de rigting der beschrijvende lijnen des 
cilindervlaks getrokken wordt. Dit vlaJc geconstrueerd zijnde , alsmede de 
beschrijvende lijnen , volgens welke het cilindervlak door hetzelve gesne- 
den wordt, zullen de snijpunten dezer bcachrijvende lijnen met de ge- 
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gevene lijn de begeerde zijn. Is alzoo de rigtlijn des cilindervlaks in het 
horizontale vlak gegeven , dan zullen de punten , waarin deze rigtlijn 
gesneden wordt door den horizontalen doorgang van bovengenoemd vlak , 
terstond de beschrijvende lijnen bepalen, welke, door derzelver snijding 
met de gegevene lijn , de begeerde snijpunten zullen opleveren. Snijdt 
de horizontale doorgang des vlaks de rigtlijn des cilindervlaks niet, dEui 
zal de gegevene lijn ook het cilindervlak niet snijden. 

$ 341. Werkstuk. Be punten te Bepalen, waarin eene gegevens regte 
lijn een geget»eH kegelt>lak snijdt. 

Ook hier zal men de begeerde snijpunten gemakkelijker kunnen be- 
palen, dan volgens de algemeene leerwijze van § 339. Men merke nar 
meiijk op, dat de beschrijvende lijnen des kegelvlaks, waarop de gezochte 
snijpunten moeten gelegen zijn, met de gegevene lijn in hetzelfde vlak 
moeten liggen , en dat al de beschrijvende lijnen van het kegelvlak door 
deszell's top gaan; het Tlfik, dat de begeerde snijpunten be^at, is dus 
bepaald door de gegevene lijn en den top des kegelvlaks. Dit vlak 
geconstrueerd zijnde , alsmede de beschrijvende lijnen , volgens welke het 
kegelvlak door hetzelve -gesneden wordt, zullen de snijpunten dezer be- 
schrijvende lijnen met de gegevene lijn de begeerde zijn. Is alzoo de 
rigtlijn des kegelvlaks in het horizontale vlak gegeven, dan zullen de 
punten , waarin deze rigtlijn gesneden wordt door den horizontalen door- 
gang van bovengenoemd vlak, terstond de beschrijvende lijnen bepalen, 
welke , door derzelver snijding met de gegevene lijn , de begeerde snü- 
punten zullen opleveren. Snijdt de horizontale doorgang des vlaks de 
rigtlijn nxet^ dan zal de gegevene lijn ook het kegelvlak niet snijden. 

OVER DE DOORSNIJDING DER GEBOGEBTE OPPBRTLAKKEN MET 

PLATTE VLAKKEN. 

{ 342. De in § 292 opgegevene handelwijze, om de gebogene opper- 
vlakken voor te stellen, is tevens zeer geschikt, om de doorsneden te 
bepalen van de gebogene oppervlakken met platte vlakken. Daar na- 
melijk deze doorsneden zich op de gebogene oppervlakken bevinden, loo 
behoort elk van derzelver punten tot eenigen stand der beschrijvende lijn; 
devrijl nu dit punt tevens in het snijdende vlak ligt, zoo is het dé 
doorsnede van die beschrijvende lijn met het snijdende vlak. Neemt men 
dus, binnen de grenzen der doorsnede , verschillende standen der beschirÊj- 
vende lijn aan, en bepaalt men de punten, waarin deze beschrijvende 
lijnen het snijdende vlak ontmoeten, dan zullen deze punten tot de 
begeerde doorsnede van het gebogen oppervlak met het platte vlak'be- 
hooren. Heeft men op deze wijze een genoegzaam aantal van mlke 
punten bepaald, dan zal men, door dezelve behoorlijk te vereenigeo, 
de begeerde doorsnede zelve bekomen. 

$ 343. Werkstuk. De doorsnede pan een plat plak met een cHinierpUk 
te iepalen. 

Neemt men in de rigtlijn des cilindervlaks een willekeurig punt aan , 
en construeert men (J 296) de beschrijvende lijn, die door dit punt gaat, 
dan zal het punt, waar deze beschrijvende Ujn het gegevep vlak anijdt, 
een punt van de gevraagde doorsnede wezen. Herhaalt men deze con-* 
structie op een genoegzaam aantal punten , dan zal men , door de hori- 
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xontale en verticale projectiën dezer punten behoorlijk te rereenigen , de 
beide projectiën der gevraagde doorsnede verkrijgen. 

In fig; 132 is de doorsnede voorgesteld van een regt cirkelvonnig ei- 
lindenrlak met een vlak K"PV ^ dat loodregt is op het verticale vlak. 
Hier is blijkbaar de cirkel A'B'C' enz. , die de horizontale projectie van 
het gebeele cilindervlak is, tevens de horizontale projectie van de door- 
mede, terwijl A"G" derzelver verticale projectie is. 

Om deze doorsnede in derzelver ware gedaante en grootte te leeren ken- 
nen, moet men het snijdende vlak om een' van deszelfs doorgangen op 
het overeenkomstige projectievlak nederslaan, en alsdan bepalen (§ 92), 
waar elk punt der doorsnede komt te vallen. In dit geval kan men echter 
daartoe korter te werk gaan : men verbeelde zich namelijk , dat het snij- 
ieude vlak om «de lijn (A'P',A''/'), die in hetzelve gelegen is, en even- 
w^dig loopt aan het verticale vlak, wordt omgedraaid, totdat hetzelve 
efenwijdig gekomen is aan het verticale vlak, dan zal de projectie der 
êooTsnede in dezen si and te gelijkertijd derzelver ware gedaante en grootte 
aanwijzen. De lijnen BM, CL, DK, enz., die loodregt staan op het 
verticale vlak, en gelijk zijn aan derzelver projectiën B'M', GX^IKK', 
enz. behoeven dan slechts in B'', G'% D^ enz. loodregt op h!'P gesteld 
te '^rden , dewijl zij de ware grootten aanwijzen van de koorden der 
doorsnede, die door B, G,D enz. gaan, en loodregt staan op het ver- 
ticale vlak. De uiteinden B, M, C, L, D, K enz. dezer lijnen zijn 
akdan pnnten der begeerde kromme lijn, en wanneer men deze behoor- 
lijk met elkander vereenigt, zal men de omgeslagene doorsnede A'^BGD 
enz. verkrijgen. 

Wordt een willekeurig cilindervlak, waarvan de rigtlijn A'B'G'IX 
(fig. 134) in het horizontale vlak ligt, en waarin (B'P',i(P^') een der 
standen van de beschrijvende lijn is, gesneden door een willekeurig vlak 
T^7T^,dan zoekt men, om deze doorsnede te bepalen, het punt (N',N''), 
waarin eene der beschrijvende lijnen (M'N^üfN'^) des cilindervlaks het 
^Hak T'TT' snijdt (§ 82), als wanneer N' en N" punten van de pro- 
jectiën der begeerde doorsnede zullen wezen. Op dezeltde wijze zoekt men 
een genoegzaam aantal snijpunten van andere standen der beschiijvende 
lijn met het snijdende vlak, en de projectiën dezer snijpunten behoorlijk 
nietelkanderverbindende,zal men de projectiën N'R'O'S'F en N"R"0"S^F' 
der doorsnede verkrijgen. Het is klaar, dat men de grenspunten {(yfy), 
(P',F'), (R',R")en (S',S") zal bekomen, door de beschrijvende lijnen te 
oonstrueren , welke door de punten ly, B', A' en G' van de rigtlijn gaan. 

Van de horizontale projectie der doorsnede is dat gedeelte scherp ge- 
teekend , waarvan de overeenkomstige punten in de ruimte zigtbaar zijn, 
wanneer het cilindervlak regt van boven wordt beschouwd; de punten 
van dat gedeelte worden bepaald door de beschrijvende lijnen , welke 
uit den boog AfWO voortkomen. Daarentegen zijn in de verticale 
projectie die punten door eene scherpe lijn verbonden, welke tot standen 
der beschrijvende lijn behooren, die van den boog WAfjy uitgaan,' en 
dos zigtbaar zijn, wanneer het cilindervlak regt van voren wordt 
besdumwd. 

Door het vlak T'TT'', waarin de doorsnede gelegen is, op een der pro- 
jectievlakken , b. v. op het horiiontale , neder te slaan , en (J 92) te bepalen. 
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waar een genoegzaam aantal punten der doorsnede alsdan komt te vallen ^ 
zal men de omgeslagene doorsnede NROSP bskomeu. 

S 344. Wanneer het platte vlak evenwijdig loopt aan de besrhrijvende 
lijn des nlindcrvlaks , dan zal dit vlak het cilindervlak of niet, ot* vol- 
gens regte lijnen snijden. Ligt de rigtlijn des cilindervlaks in het 
horizontale vlak, dan worden deze doorsnijdingen gevonden, door de 
beschrijvende Irjnen ie construeren, die \oorlkomen uit de punten, 
waarin de .horizontale doorgang des vlaks de rigllijn snijdt. 

§ 34tt. Thans kan men ook de in § 272 vermelde projectie eener kromme • 
lijn van dubbele kromming op een van derzelver normaalvlakken bepalen^ - 
Men behoeft daartoe slechts de kromme lijn tot rigtlijn, en de door h^ - 
normaalvlak bepaalde r aaklijn tot beschrijvende lijn van een cilindervlak 
aan te hemen ^ bepaalt men nu, volgens § 343, de doorsnede van dit ; 
cilindervlak met het normaalvlak, dan zul deze doorsnede de begeerde ■ 
projectie wezen van de kromme lijn op het normaalvlak. 

S 346. Werkstuk. Be doorsnede van een plat vlak mei een kegehlak tt 
iepalen. 

Neemt men in de rigtlijn des kegelvlaks een willekeurig punt aan, [ 
en construeert men (§ 305) de beschrijvende lijn, die door dit punt gaat, = 
dan zal het punt, waar deze beschrijvende lijn hei gegeven vlak snijdt, 
een punt van de gevraagde doorsnede wezen. Herhaalt men deze con- -- 
structie op ^een genoegzaam aantal punten , dan zal men , door de hari- : 
zontale en veiiicale projectiën dezer punten behoorlijk te vereenigen, de 
beide projectiën der gevraagde doorsnede verkrijgen. 

In fig. 135 is de doorsnede voorgesteld van een regt cirkelvormig ke- 
gelvlak met een vlak P^PP', dat loodregt is op het verticale vlak. Hier 
is blijkbaar F^'H" de verticale projectie der doorsnede, terwijl derzelver 
horizontale projectie gevonden wordt, door de horizontale projectiën van 
de punten op het kegelvlak te bepalen, die hunne verticale projectiën 
in F"H" hebben. Vereenigt men b. v. G" met D'', dan is D"i de ver^ 
tieale projectie van de beschrijvende lijnen, die DT en D'B' tot hori- 
zontale projectiën hebben, en het platte vlak snijden in twee punt^i, 
waarvan G'' de verticale projectie is. Trekt men dus uit C eene loodl^n 
door de as van projectie, dan zullen K' en G', waar deze loodlijn de 
projectiën XKI' en D'B' ontmoet, de horizontale projectiën dezer snij- 
punten, en dus van twee punten der doorsnede, wezen. .Op dezeli'de 
wijze kan men een willekeurig aantal punten van de horizontale pro- 
jectie der doorsnede , en derhalve die horizontale projectie zelve, namelijk 
FG'H'K', bepalen. 

Wil men ook hier het snijdende vlak om een' van deszelfs doorgangen 
op het overeenkomstige projectievlak , b. v. om den verticalen doorgang op 
het verticale vlak , nederslaan , ten einde de gevondene doorsnede in der^ 
zdver ware gedaante en grootte te leeren kennen , dan merke men op , 
dat, aangezien het snijdende vlak loodregt is op het verticale vlak, de 
afstanden G'Z, K'X enz., waarop de punten der doorsnede zich van het 
verticale vlak bevinden, te gelijkertijd de stralen der cirkels zijn, welke 
door die punten worden beschreven, wanneer de doorsnede op het ver- 
ticale vlak wordt nedergeslagen. Stelt men derhalve op P^'jP, de loodlijnen 
G"G=G'Z, en G"K=:K'Z, dan zijn G en K. twee punten van de ne- 
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der^eslagene doorsnede. Slaat men op dezelfde wijze uog meer punten 
om, dan verkrijgt men door derzelver verbinding de orogeslugene door- 
snede FGHK zelve. (Men vergelijke hiermede § 164.) 

Even gemakkelijk kan de doorsnede op het horizontale vlak worden 
nedergeslagen. De stralen der cirkels, die alsdan door elk der punten 
van de doorsnede worden doorloopen, liggen alle, volgens denelver ware 
grootten, in den doorgang V'F. 

J 347. Het kan gebeuren, dat de l>eide projectiën van de doorsnede 
eens kegelvlaks met een plat vlak oneindig voorLloopen, ofschoon de 
ligtlijn eene geslotene kromme lijn is. 

Wanneer het snijdende vlak door den top des kegelvlaks gaat , dan zal 
dit vlak het kegelvlak ol' alleen in den top, ol* volgens regie lijnen snijden. 
ligt de rigtlijn des kegelvlaks in het horizontale vlak, dan worden deze 
doorsnijdingen gevonden, door de beschrijvende lijnen te construeren, 
die voortkomen uit de punten, waarin de horizontale doorgang van het 
platte vlak de rigtlijn snijdt. 

$ 348. Werkstuk. De doorsnede te bepalen t'an een plat flak met een om- 
weutelingsclak y ufoart^an de as loodregt staat op het horizontale ulak. 

Men kan zich dit omwentelingsvlak verbeelden, als ontstaan te zijn 
door de beweging van eenen horizontalen cirkel (§ 321) ; bepaalt men 
dus, in verschillende standen, de punten, waarin deze bewegende cirkel 
het platte vlak snijdt, dan zullen deze snijpunten klaarblijkelijk tot de 
begeerde doorsnede behooren. Om de achtervolgende standen van den 
bewegenden cirkel te bepalen, snijde men het gebogene oppervlak door 
vlakken, die loodregt staan op de omwentelingsas, en dus evenwijdig 
zijn aan het horizontale vlak. Klke doorsnede van zulk een snijdend vlak 
met het omwentelingsvlak ^1 alsdan eenigen stand van den bewegenden 
di^el aanwijzen , waarvan men de beide projectiën gemakkelijk kan 
construeren. Bepaalt men nu ook de lijn, volgens welke zulk een snijdend 
vlak het gegeven platte vlak snijdt, dan zullen de punten, waarin deze 
lijn den overeenkomstigen cirkel snijdt, tevens de punten zijn, waarin 
die cirkel het gegevene platte vlak snijdt, en dus tot de begeerde door> 
, snede behooren. Deze bewerking op een genoegzaam aantal snijdende 
I vlakken herhalende, zal men, door de horizontale en verticale projectiën 
nm de gevondene snijpunten behoorlijk te vereenigen, de begeerde door- 
mede verkrijgen. 

Laat b. v. A'B'C' en A''D"R"E" (fig. 137) de beide projectiën zijn 
▼an het omwentelingsvlak, waarvan de as (E"D",D') loodregt staat op 
liet horizontale vlak, en zij P"i^P' het gegeven platte vlak. Om nu de 
dooisnede van dit platte vlak met het omwentelingsvlak te bepalen, trekke 
nen eene lijn U'K/' evenwijdig aan de as van projectie , dan is deze 
Ign de verticale doorgang van een vlak , dat evenwijdig is aan het hori- 
zontale vlak, en dat het omwentelingsvlak snijdt volgens eenen cirkel, 
dieL"R" tot verticale projectie, en den cirkel, uit D' met DT=yM" 
als straal beschreven, tot horizontale projectie heelt. Verder is (ÜlI', K."L") 
de lijn, volgens welke het snijdende vlak het vlak F'i'P' snijdt (§ 74). 
Baar nu KV de horizontale projectie van den cirkel in de punten V en 
N' snijdt, zoo zijn deze de horizontale projectiën van twee punten der 
begeerde doorsnede^ trekt men dus uit V en W loodlijnen door de as 
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▼an projectie, dan zullen I'^ en M'% waar deze loodlijnen de lijn U^K" 
ontmoeten, de verticale projectiè'n dezer punten wezen. Zoekt men op 
dezelfde wijze nog meer punten van de doorsnede, dan zal men, door 
deze behoorlijk te vereenigen, de projectiën I'B'CN' en I''B;'C"N" der 
doorsnede verkrijgen. 

Wil men vooraf de grenzen bepalen, waar binnen in dit geval 6» 
snijdende vlcikken moeten genomen worden, om punten der gemeene 
doorsnede te verkrijgen, dan brenge men door de omwentelingsas een 
vlak, loodregt op den horizontalen doorgang des gegevenen vlaks, en 
men sla dit vlak, met al, wat er zich in bevindt, om deszelfs horizon- 
talen doorgang neder op het horizontale vlak. 

Tot oefening onderzoeke men eens, hoe men terstond de punten kan 
vinden, waarin de verticale projectie der doorsnede de verticale projectM' 
A''D"R''E'' van het omwentelingsvlak aanraakt. 

Het omslaan van het snijdende vlak, met de daarin gelegene doorsnede, 
op een der projectievlakken , geschiedt zoo als gewoonlijk. 

$ 349. Hoe de doorsnede geconstrueerd wordt van een omwentelings- 
vlak met een plat vlak, dat door de omwentelingsas gaat, is reeds in 
§ 326 verklaard. 

§ 350. Werkstuk. De doorsnede te construeren ftüi een plat flak met eem 
scheff oppert^lak. 

Bepaalt men, overeenkomstig den aard van het scheef oppervlak, een 
genoegzaam aantal stapilen van deszeli's beschrijvende lijn, en construeert 
men de punten, waar deze beschrijvende lijnen het gegeven vlak snijden, 
dan zal de behoorlijke vereeniging dezer snijpunten de begeerde doorsnede 
opleveren. 

Laat b. v. de doorsnede begeerd worden van het scheef oppervlak , dal 
in § 318 is behandeld, eu in fig. 126 is voorgesteld, met een vlak, dat 
loodregt staat op het horizontale vlak, en B'G' tot horizontalen doorgang 
heeft , dan is klaai'blij keiijk B'C' de horizontale projectie dezer doorsnede, 
terwijl N^, O' enz. de horizontale projectiën zijn van die punten der do<xp- 
snede, waarin de beschrijvende lijnen (E'F, E'T''), (G'H', C'H"), en*, 
het vlak snijden. Trekt men dus uit N', (X, enz. loodlijnen door de as 
van projectie, dan zullen ^'\ O'', enz., waar deze loodlijnen de verticale 
projectiën E'T", G"H" enz. snijden , de verticale projectiën dezer snq- 
punten wezen, en door deze te vereenigen, verkrijgt men de verticale 
projectie 6Ti"0" ..... B'' der begeerde doorsnede. 

Wordt het snijdende vlak om den horizontalen doorgang op het hwi* 
zontale vlak nedergesla^en , dan zal men , door de lijnen N'N , O'O , enz. 
loodregt op B'G' te stellen , en dezelve achtervolgens gelijk te maken aan 
^"R, (y'S enz., de omgeslagene doorsnede C'NQPB' verkrijgen. 

OVER DB ONDERLINGE DOORSNIJDING DER GEBOGENS 

OPPERTLAKKBN. 

§ 351. Ook ter bepaling der gemeene doorsnede van twee gebogene 
oppervlakken, is de aangenomene voorstellingswijze dezer oppervlakken 
zeer geschikt. Men denke zich namelijk ergens binnen de grenzen der 
doorsnede eenig plat vlak, dat b. v. evenwijdig is aan hét horuDontaU 
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vlak, dan zal hetzelve beide gebogene oppervlakken snijden, en dewijl 
deze doorsneden in een zelfde vlak liggen, en zich bevinden op de plaats 
van de doorsnede der gebogene oppervlakken , zoo zullen zij ook elkander 
snijden. De punten, waarin dit plaats vindt, zijn nu klaarblijkelijk 
punten van beide gebogene oppervlakken , en behooren alzoo tot derzelver 
gemeene doorsnede. Door eene menigte van zulke snijdende vlakken bin- 
nen de grenzen der doorsnede van de gebogene oppervlakken aan te nemen, 
zal men nu eene menigte punten kunnen bepalen , die aan beide opper- 
vlakken gemeen zijn, en daardoor de gemeene doorsnede dezer opper- 
vlakken zelve. 

Hieruit blijkt ten duidelijkste, dat het, bij de bepaling^ der gemeene 
doorsnede van gebogene oppervlakken, vooral van belang is, om aan de 
snijdende vlakken zoodanige standen te geven, dat d^ projectiën van 
derzelver doorsneden met de gebogene oppervlaÜ^en gemakkelijk te con- 
strueren zijn. Daartoe behoort echter, zoo als men ligtelijk inziet, dat 
deze doorsneden zelven regte lijnen worden, of wel cirkels, die even- 
wijdig zijn aan een der projectievlakken. Waar zulks derhalve mogelijk 
is, moet men de snijdende vlakken zoodanig aannemen, dat hunne door- 
sneden met de gebogen^ oppervlakken aan deze voorwaarden voldoen. 
Of en in welke gevallen dit echter geschieden kan, hangt geheel en al 
af van den aard der gebogene oppervlakken, alsmede van derzelver stand, 
ten opzigte van de vlakken van projectie. Bij de keus dezer snijdende 
vlakken moet men voornamelijk de wording der gebogene oppervlakken , 
die men beschouy^t, in aanmerking nemen, dewijl zich daaruit laat 
afleiden, of er, bij den gegevenen stand der gebogene oppervlakken, 
regte of cirkelvormige doorsneden mogelijk zijn. 

£r zijn echter ook gevallen, waarin men, in plaats van platte vlakken, 
gebogene vlakken tot snijdende vlakken aanneemt. Zoo is het, b. v. 
verkiesselijk, om ter bepaling van de doorsnede van twee omwentelings- 
vlakken, welker omwentelingsassen elkander snijden, tot snijdende vlak- 
ken bolvormige oppervlakken aan te nemen ^ ^e hunne middelpunten 
in het snijpunt der assen hebben. Deze bolvormige oppervlakken snijden 
alsdan de beide omwentelingsvlakken volgens cirkels, welker vlakken 
loodregt op de omwentelingsassen staan, en welker middelpunten in die 
assen gelegen zijn. De snijpunten van twee zulke cirkels, die op het- 
zelfde bolvormig oppervlak liggen, behooren alsdan tot beide omwente- 
lingsvlakken , en zullen derhalve punten van derzelver gemeene doorsnede 
wezen (§ 372). 

§ 352. Werkstuk. De doorsnede van twee ciUnderclakken te èepalen. 

Men verbeelde zich een vlak, dat evenwijdig is aan de beide beschrij- 
vende lijnen der cilindervlakken , en dat beide deze oppervlakken snijdt ; 
dit vlak zal de cilindervlakken snijden volgent beschrijvende lijnen, en 
de punten, waarin deze beschrijvende lijnen elkander snijden, zullen 
klaarblijkelijk punten van de begeerde doorsnede wezen. Door eene 
menigte van zulke snijdende vlakken aan te nemeïl, zal men een ge- 
noegzaam aantal punten der doorsnede kunnen bepalen, en door deze 
punten behoorlijk met elkander te vereenigen , verkrijgt men de begeerde 
doorsnede zelve. Het ia klaar, dat deze doorsnede uit eene enkele kromme 
lijn, ot' uit twee kromme lijnen zal bestaan, naarmate het eene cilin- 
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denriak het andere slechts aan eene zijde doorsnijdt, of hetzelve geheel 
en al doorboort. 

Om een vlak të bepalen, dat evenwijdig is aan beide l>eschrijveiidt 
lijnen der cilindervlnkken , neme men een willekeorig pont in de ruimtt 
aan , en trekke uit hetzelve twee lijnen , die evenwijdig zijn aan de rig- 
tingen van de beschrijvende lijnen der cilindervlakken; het vlak, dat 
door deze twee lijnen gaat, zal dan het begeerde wezen. Snijdt dit vlak 
de beide cilindervlakken , dan kan het dienen , om punten der gevraagde 
doorsnede te bepalen; oveiigens moeten al de snijdende vlakken even<>^ 
wijdig aan dit vlak genomen worden. 

Laat b. v. {d'rék\acif/') (fig. 138) het 'eene, en {^^ ni n* d ,ilf tf^ het 
andere cilindervlak zijn , dan trekke men uit een willekeurig punt (r/'l 
eene lijn {rs'y/'s) evenwijdig aan de eene, en tevens eene lijn (r/', /'<) 
evenwijdig aan de andere beschrijvende lijn ; deze lijnen snijden het ho-» 
rizontale vlak in /en /, derhalve is //^ de horizontale doorgang vaa. 
een vlak, dat evenwijdig is aan beide beschrijvende lijnen. Dit vlak 
snijdt het eerste cilindervlak volgens de lijnen (i/*/,u*^') en {uf'af^waf)^ 
en het tweede volgens de lijnen {yz^yjri") en (aV,**'''); de vier sng- 
punten (/,z"), (*^XOj (^»^0 ^^ (^» ^0 dezer vier lijnen zijn nu blijk- 
baar punten van de begeerde doorsnede der oppervlakken, dewijl zij te 
gelijkertijd op beide deze oppervlakken gelegen 7ijn. 

Het is niet noodig , de verticale projecliê'n dezer beschrijvende l^nen 
alle te trekken; twee derzelve b. v. i/r/' en wj" zijn voldoende. Trekt 
men namelijk uit de horizontale projeclien /,*/, j/ ealf, loodlijnen door 
de as van projectie, dan zullen deze loodlijnen, door derzelver snijding* 
met i/t^' en jvx", de verticale projectien z" , t^", x" en ^' bepalen. Daar 
men overigens altijd dezeltde punten moet verkrijgen, zoo kan de e^ie 
handelwijze tot beproevingsmiddel van de andere dienen. 

Om meer punten van de doorsnede te bepalen, behoeft men slechts 
vlakken te brengen , die evenwijdig zijn aan het vlak , dat // tot horizon- 
talen doorgang heeft, en waarvan dus de horizontale doorgangen even- 
wijdig zijn aan //'. Trekt men b. v. //</ evenwijdig aan //, en uit de 
punten p^,J^, c^ en //, waarin deze lijn de rigtlijnen der cilipdervlakken 
snijdt', de lijnen //,y^', c^g^ en i'A', evenwijdig aan de horizontale 
projecliê'n van de overeenkomstige beschrijvende lijnen , dan zullen de 
vier snijpunten i!^g\h'enkf de horizontale projectien van vier nieuvre 
punten der doorsnede wezen, waarvan de verticale projectien »",^', A" 
en h!' even als boven bepaald worden. 

De behoorlijke vereeniging der gevondene punten vordert eenige oplet- 
tendheid. Men zal weldoen, de evenwijdige doorga'ngen der snijdende 
vlakken in zekere orde op elkander te laten volgen, en zich derzelver 
doorsneden met de gebogene vlakken zoo duidelijk mogelijk in de ruimte 
voor te stellen. Wat betreft de deelen der projectien die scherp geteekend 
of gestippeld moeten worden , handelt men volgens hetgeen daaromtrent 
in § 343 is opgemerkt. In de horizontale projectie zijn namelijk alle 
punten zigtbaar, die doorsneden zijn van lijnen, welke van boven af 
gezien kunnen worden ; en in de verticale projectie, wanneer die lijnen van 
voren zigtbaar zijn. Kan men echter deze lijnen geene van beide , of slechts 
eene derzelve gedeeltelijk zien, zoo is derzelver doorsnede onzigtbaar^ 
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Orerigens zij hier nog opgemerkt, dat men, om de üguur, door de 
menigte der lijnen, niet onduidelijk te maken, in dit en in alle der- 
gelijke gevallen, wel zal doen, van de constructie-lijnen met potlood 
tB irdtken , en alleen de resultaten in inkt te brengen; bij het einde 
van elke gedeeltelijke constructie kan men alsdan de getrokkone potlood- 
l^nen uityegen , en op deze wijze zal de menigte van lijnen nooit ver- 
vtrring kunnen veroorzaken. 

J 353. Wanneer de eerste doorgang /z' de bt^ide rigtlijnen der cilin- 
dervlakken niet snijdt, dan trekke men eene lijn, evenwijdig aan den- 
slven , die hieraan voldoet , en handele daarmede als met den doorgang 
^/. Kan men geenen doorgang trekften , die evenwijdig is met //, en 
beide rigtlijnen te gelijkertijd snijdt, dan toont dit aan, dat de beide 
dUndervlakken elkander niet snijden. Kan men, evenwijdig aan /z', 
geenen doorgang tvekken , die beide rigtlijnen snijdt , maar we} eenen , 
ik beide rigtlijnen te gelijkertijd aanraakt , dan zal zulks aantoonen , 
dat de dlindervlakken elkahder aanraken , en het raakpunt of de raak- 
punten worden alsdan door de boven opgegevene constructie bepaald. 
Kunnen aan de rigtlijn van het eene cilindervlak twee raaklijnen ge- 
trokken worden, die evenwijdig zijn aan //, en die beide de rigtlijn van 
Itet andere cilindervlak snijden, dan doorboort het eene cilindervlak het 
andere, en er bestaan alsdan twee doorsnijdingskrommen , welker punten 
in de constructie behoorlijk van elkander moeten worden onderscheiden; 
in het andere geval zal er slechts ééne bestaan. 

Men zal overigens gemakkelijk inzien , hoe men , indien er doorboring 
of dooTsnijding . plaats vindt , vooraf de grenzen kan bepalen , waar 
binnen de horizontale doorgangen der snijdende .vlakken moeten genomen 
worden, om punten der gembene doorsnede te verkrijgen, en wat de 
grenzen zijn, waarbinnen de projectië'n der doorsnede komen te vallen. 
J 354. Wanneer de beschrijvende lijnen van twee cilindervlakken 
e?enwijdig g^even zijn met een der projectievlakken , b. v. met het ho- 
rizontale, dan zullen, als de rigtlijnen in het verticale vlak gelegen 
iqn , al de snijdende vlakken , die de cilindervlakken volgens beschrijvende 
Ignen snij^n, ook evenwijdig met het horizontale vlak moeten worden 
genomen. De horizontale projectië'n dezer beschrijvende lijnen worden dan 
gemakkelijk bepaald , terwijl derzelver verticale projectiën steeds gelegen 
nillen wezen in de verticale doorgangen der snijdende vlakken. 

$ 355. Hebben twee cilindervlakken cirkels tot rigtlijnen , die in een 
der projectievlakken, b. v. in het horizontale gelegen zijn, dan zullen 
ook alle doorsneden dezer cilindervlakken met vlakken, die evenwijdig 
zijn aan het horizontale vlak, cirkels wezen. Om deze cirkels te pro- 
jecteren, zoeke men slechts de horizontale projectie van het punt, waar 
de as van een* der cilinders zulk een snijdend vlak ontmoet, en beschrijve 
oit deze projectie, met den straal der overeenkomstige rigtlijn, eenen 
cirkel; de horizontale projectie van den cirkel, die de doorsnede is van 
het snijdende vlak met den anderen cilinder, wordt op eene dergelijke 
wijze bepaald. De punten , waarin twee zulke cirkels , die tot een zelfde 
snijdend vlak behooren , elkander snijden, zijn alsdan horizontale projectië'n 
▼au punten der begeerde doorsnede. De verticale projectiën dezer punten 
wordien vervolgens onmiddellijk gevonden , als liggende in den verticalen 
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doorgang van het snijdende vlak. Door eene menigte horizontale snij- 
dende vlakken aan te nemen, zal men op deze wijze gemakk^jk dt 
doorsnede der beide cilindervlakken kunnen bepalen. Wanneer de pro- 
jectiën van twee cirkels, die tot hetzelfde snijdende vlak behooren, el- 
kander niet snijden, dan toont dit kan, dat de gebogene oppervlakken , 
ter plaatse, waar dit snijdende vlak gebragt is, elkander ook niet snijden. 

§ 356. Zijn de beschrijvende lijnen van twee cilindervlakken aan el- 
kander evenwijdig, dan kunnen deze oppervlakken elkander slechts déér 
snijden , waar hunne beschrijveude lijnen op elkander vallen , en dit zal 
dus volgens regte lijnen wezen. De punten , waarin de rigtlijnen der d* 
lindervlakken elkander snijden, behooren alsdan tot deze doorsneden, 
welker projectiën gemakkelijk kunnen bepaald worden. 

$ 357. Bij al hetgeen hierboven wegens de doorsnijding van twee d* 
lindervlakken gezegd is, heeft men aangenomen, dat de rigtlijnen in 
een der projectievlakken gelegen zijn. Zijn de rigtlijnen in de ruimte 
g^even , dan heeft men in § 296 geleerd , hoe men de doorgangen der 
dliudervlakken met een der projectievlakken kan bepalen , en hierna sal 
men dan eene der bovenopgegevene constructiën kunnen toepassen. 

§ 358. Werkstuk. De doorsnede pan ti»ee kegelclakken te bepalen. 

Om deze doorsnede op de gemakkelijkste wijze te bepalen, verbeelde 
men zich een vlak, dat beide kegelvlakken volgens beschrijvende lijtien 
snijdt , dan is het klaar , dat de punten , waar de beschrijvende lijnen van 
het eene kegelvlak , die van het andere snijden , punten van de begeerde 
doorsnede zullen wezen; want zij bevinden zich te gelijkertijd op béide 
oppervlakken. Door eene menigte van zulke snijdende vlakken aan te 
nemen , en de gevondene punten behoorlijk met elkander te vereenigen, 
zal men dus de begeerde doorsnede zelve bekomen. Daar nu alle vlak- 
ken , die een kegelvlak volgens be^hrijvende lijnen snijden , door d^zelfs 
top gaan , zoo moeten deze hulpvlakken door de toppen van beide k^el- 
vlakken gebragt worden , dat is , door de lijn , die deze toppen vereenigt, 
en wel zoodanig, dat elk derzelve de beide kegelvlakken snijdt. 

Dewijl al die snijdende vlakken door eene zelfde lijn moeten gaan, 
zoo zullen hunne doorgangen met een zelfde vlak ook alle dQor het punt 
gaan, waar die lijn dat vlak ontmoet. Onderstelt men dus, dat de rigt- 
lijnen van beide kegelvlakken in het horizontale vlak gegeven zijn, dan 
zal men , om de snijdende vlakken te bepalen , het punt moeten constru- 
eren, waar de lijn, die de toppen der kegelvlakken vereenigt, het ho- 
rizontale vlak ontmoet; en uit dit punt lijnen trekkende, die de beide 
rigtlijnen snijden, zal elk dezer lijnen de horizontale doorgang wesen 
van een der snijdende vlakken. Door de punten , waarin zulk een door- 
gang elk der rigtlijnen snijdt, met den overeenkomstigen top te ver- 
eenigen, verkrijgt men de beschrijvende lijnen, volgens welke de kegel- 
vlakken door het overeenkomstig snijdend vlak gesneden worden, en de 
snijpunten deze» beschrijvende lijnen rijn alsdan punten van de begeerde 
doorsnede. 

§ 359. Kan er uit het punt, waar de lijn, die door de toppen gaat, 
het horizontale vlak ontmoet, geene lijn getrokken worden, die de beide 
rigtlijnen snijdt, dan bewijst dit, dat de beide kegelvlakken elkander 
niet snijden. Kan er uit dit punt geene lijn getrokken wo^en, die de 
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beide rigtlijnen mijdt, maar weieene lijn, die de beide rigtlijnen aan- 
nilct, dftn zal dit een bewijs zijn, dat de kegelvlakken elkander aan- 
laken, en de opgegevene constructie zal dan het raakpunt of de raak- 
punten leeren kennen. Mogt de lijn, die door de beide toppen gaat, 
«enwijdig loepen met het horizontale vlak, dan moeten de horizontale 
doorgangen der snijdende vlakken alle evenwijdig getrokken worden met 
da horizontale projectie dezer lijn. 

J 360. Hebben de twee kegelvlakken cirkels tot rigtlijnen , die in een 
dor projectievlakken , b.v. in het horizontale, gelegen zijn, dan zal men 
nu norizontale snijdende vlakken gebruik kunnen maken. Om de cirkels 
fes projecteren, volgens welke deze vlakken de kegelvlakken alsdan snijden , 
me men slechts de horizontale projectie van het punt , waar de as van 
Ml* der kegels zulk een snijdend vlak ontmoet , en beschrijve uit deze 

e'ectie een* cirkel , met een* straal , die gelijk is aan dat gedeelte van 
verticalen doorgang des snijdenden vlaks, hetwelk begrepen is tus- 
Ithen de verticale projectie van bovengenoemd snijpunt en een* der 
gnnien van de verticale projectie des kegel vlaks. De horizontale pro- 
Nctie Tan den cirkel, die de doorsnede is van het snijdende vlak met 
den anderen kegel, wordt op eene dergelijke wijze bepaald. De punten, 
va^rin twee zulke cirkels, die tot een zelfde snijdend vlak bdiooren, 
Idkander snijden, zijn alsdan horizontale projectiën van punten der be- 
geeide dooxsnede; de verticale projectiën dezer punten liggen in den 
icrticalen doorgang des snijdenden vlaks. Door eene menigte van zulke 
"nijdfnd^ vlakken aan te nemen, zal men de begeerde doorsnede zelve 
IbtkiMnen* 
( S61. Zijn de rigtlijnen der kegelvlakken niet in een der projectie- 
Hakken , maar in de ruimte gegeven, dan heeft men in § 305 geleerd 
. koe men de doorgangen der kegelvlakken met een der projectievlakken 
Ikan bepalen, en hierna zal men dan eene der bovenopgegevene con- 
taictiën kunnen toepassen. 
S 362. WiBUTinL. J)e doorsnede ie iepalen (tan een clUndervlak mei een 
kgMak. 
I Verbeeldt men zich een vlak, hetwelk beide gegevene oppervlakken 
I vdgens beschrijvende lijnen snijdt, dan zullen de punten, waarin de 
I keKhrijvende lijnen van het cilindervlak die van het kegelvlak snijden, 

I Uijkbaar tot de gezochte doorsnede behooren, want zij bevinden zich te 
Iwjkertijd op beide oppervlakken. Door eene menigte van zulke snij- 
4mde vlakken aan te nemen , zal men dus de begeerde doorsnede kunnen 
bepalen. Dewijl nu het kegelvlak slechts door vlakken, welke door 
Ideaelfi top gaan, volgens beschrijvende lijnen gesneden wordt, zoo 
moeten al deze snijdende vlakken door dit punt gebragt worden, en wel 
vodanig, dat zij ook het cilindervlak volgens beschrijvende lijnen snij- 
den, derhalve evenwijdig zijn aan de rigting der beschrijvende lijnen van 
Idit oppervlak. Trekt men dus door den top des kegelvlaks eene lijn, 
die evenwijdig is aan de beschrijvende lijnen des cilindervlaks, dan moet 
deee l^n in al de snijdende vlakken gelegen zijn, en hunne doorgangen 
met een zelfde vlak zullen derhalve alle door het punt gaan, waar die 
lijn dat vlak ontmoet. 
Onderstelt men alzoo, dat de rigtlijnen van beide oppervlakken in het 
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horizontale vlak gegeven zijn, dan zal men, om de snijdende vlakkei 
te bepalen, het punt moeten construeren, waar de lijn, die uit dei 
top des kegelvlaks evenvi^ijdig aan de beschrijvende lijnen des cilipdérvlak 
•getrokken wordt, het horizontale vlak ontmoet, en uit dit punt lijna 
trekkende, die de beide rigtlijnen snijden, zal elk dezer lijnen de hpri 
zontale doorgang van een der snijdende vlakken wezen. Door uit de punten 
waarin zulk een doorgang de rigtlijn des kegelvlaks snijdt, lijnen te trekkei 
naar deszelfs top , en iiit de snijpunten met de rigtlijn des cilindervlaJcs lijnei 
te trekken, evenwijdig aan de rigting van deszelEs beschrijvende lijnen 
verkrijgt men de beschrijvende lijnen , volgens welke de beide oppervl^kei 
door het overeenkomstig snijdende vlak gesneden worden, en de snijpuntei 
dezer beschrijvende lijnen zijn alsdan punten van de begeerde doorsnede 

§ 363. Kan er uit het punt, waar de lijn, die uit den top des ke 
gelvlaks evenwijdig aan de beschrijvende lijnen des cilindervlaks getrokkei 
is, het horizontale vlak ontmoet, geene lijn getrokken worden, die d< 
beide rigtlijnen snijdt, dan bewijst dit, dat de beide oppervlakken el- 
kander niet snijden. Kan er uit dit punt geene lijn getrokken worden, 
die de beide rigtlijnen snijdt, maar wel eene lijn, die ze beide aanraakt, 
dan zal dit een bewijs zijn, dat de oppervlakken elkander aanraken, 
en de opgegevenene constructie leert alsdan het raakpunt of de raakpun- 
ten kennen. 

S 364. Staat de beschrijvende lijn des cilindervlaks loodregt op^ hei 
projectievlak , waarin de beide rigtlijnen gegeven zijn , b. v. loodregt oj 
het horizontale vlak, dan zal de lijn, die uit den top des kegelvlakt 
evenwijdig aan de beschrijvende lijnen des cilindervlaks getrokken wordt, 
mede loodregt staan* op het horizontale vlak, en de snijdende vlakken, 
die door deze lijn gaan , zullen dus verticaal worden. In dit geval liggen 
de horizontale projectiën van de snijpunten der beschrijvende lijnen , die 
tot een zelfde snijdend vlak behooren, in den horizontalen doorgang 
dezes vlaks. 

§ 365. Hebben de twee oppervlakken cirkels tot rigtlijnen , die in een 
der projectievlakken, b. v. in het horizontale, gelegen zijn, dan zal men 
van horizontale snijdende vlakken gebruik kunnen maken ; de projectiën 
vaji de cirkels, volgens welke de oppervlakken door die snijdende vlakken 
gesneden worden, zal men dan weder volgens^ 355 en § 360 kunnen 
construeren. • 

$ 366. Zijn de rigtlijnen der oppervlakken niet in een der projectie- 
vlakken, maar in de ruimte gegeven; dan heeft men in § 296 en § 305 
geleerd, hoe^men de doorgangen dezer oppervlakken met een" der pro- 
jectievlakken kan bepalen , en hierna zal men dan eene der bovenopgege- 
vene constnictiën kunnen toepassen. 

$ 367. Werkstuk. De doorsnede te lepalen uan een cilinderclak met een* hol. 

Snijdt men het oppervlak des bols door een vlak, dat ook het cilin- 
dervlak snijdt, en evenwijdig is aan deszelfs beschrijvende lijnen, dan 
zal dit vlak den bol volgens een' cirkel, en het cilindervlak volgens be- 
schrijvende lijnen snijden; de punten, welke deze beschrijvende lijnen en 
die cirkel met elkander gemeen hebben, behooren dan blijkbaar tot de 
begeerde doorsnede. Door eene menigte van zulke snijdende vlakken aan 
te nemen, zal men dus deze doorsnede zelve kunnen bepalen. 



145 S 371. 

De constructie tal echter gemakkelijker worden, wanneer men die 
snijdende vlakken tevens loodregt aanneemt op dat projectierlak, waarin 
de rigtlijn des cilindervlaks gelegen 'is. Is b. v. de rigtlijn van het cilin* 
dervlak in het horizontale vlak gelegen, dan zal men de snijdende vlakken 
verticaal knnnen nemen. Elke lijn, die, evenwijdig aan de horizontale 
projectie der beschrijvende lijnen van het cilindervlak, zoodanig getrokken 
wordt , dat zij de rigtlijn van het cilindervlak en tevens de horizontale pro- 
jectie van den bol snijdt, zal alsdan de horizontale doorgang van zulk een 
verticaal snijdend vlak wezen. Elk dezer verticale vlakken snijdt nu den 
bol volgens een* cirkel, waarvan het middelpunt even hoog boven het 
horizontale vlak ligt, als het middelpunt des bols, en waarvan de mid-^ 
dellijn gelijk is aan de koorde , volgens welke de horizontale doorgang van 
het snijdend vlak de horizontale projectie van den bol snijdt. 

De horizontale projectie van dezen cirkel is bovengenoemde koorde; 
terwijl deszelfs verticale projectie eene ellips is, waarvan de beide assen 
gemakkelijk kunnen bepaald worden. ««Om echter het construeren dezer 
ellipsen te ontwijken, slaat men het snijdend vlak, met al wat er zich 
in bevindt, om deszelfs horizontalen doorgang neder op het horizontale 
vlak ; heeft men dan op het horizontale vlak de punten gevonden , waar 
de beschrijvende lijnen den cirkel sïiijden , dan tai men gemakkelijk kun- 
nen bepalen, wat de projectiën dezer punten zijn, wanneer het snijdende 
vlak weder opgeslagen en tot deszelfs oorspronkelijken stand terugge- 
bragt wordt. 

S 368. Is de rigtlijn van het cilindervlak in het horizontale vlak 
gelegen, en zijn deszelfs beschrijvende lijnen evenwijdig aan het verticale 
▼lak , dan kunnen de verticale snijdende vlakken evenwijdig aan het ver- 
ticale vlak genomen worden. In dit geval wordt de constructie zoo ge- 
makkelijk, dat het onnoodig is, hier langer bij stil te staan. 

S 369. Wanneer de rigtlijn van het cilindervlak een cirkel is, die 
in een der projectievlakken , b. v. in het horizontale, ligt, dan zal men 
van horizontale snijdende vlakken gebruik kunnen maken, om de door- 
mede van dit oppervlak met dat van eenen gegevenen bol te bepalen. 
De horizontale projectiën van de cirkels, volgens welke de beide opper- 
vlakken alsdan door zulke vlakken gesneden worden, kan men volgens 
{ 348 en § 355 construeren; de verticale projectiën dezer cirkels, en 
los ook die ;van derzelver snijpunten, zijn in de verticale doorgangen der 
mijdende vlakken gelegen. 

S 370. Werkstuk. De doorsnede te bepalen can een kegelchh met een* bol. 

Ook hier make men gemakshalve gebruik van snijdende vlakken, die 
flooT den töp des kegelvlaks gaan , en tevens loodregt zijn op dat projec- 
devlak , waarin de rigtlijn gelegen is. Is b. v. de rigtlijn des kegelvlaks 
in liet horizontale vlak gelegen , dan neme men verticale snijdende vlakken 
aan , die door den top des kegelvlaks gaan. Elke lijn , die uit de hori- 
Bontale projectie van den top zoodanig getrokken wordt, dat zij de rigtlijn 
ran het kegelvlak en de horizontale projectie van d^n bol snijdt., zal 
iladan de horizontale doorgang van zulk een snijdend vlak wezen. Het 
(nrerige der constructie heeft zooveel overeenkomst mét die, welke in 
S 367 behandeld is, dat het onnoodig is, meer hierover te zeggen. 

S 371. Wanneer de rigtlijn van het kegelvlak een cirkel is, die in eeu 
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der projectievlakken , b. ▼. in het horizontale, ligt, dan zal rn 
horisontale snijdende vlakken gebruik kunnen raaüken, om de do 
Tan dit oppervlak met dat van eenen gegevenen bol te bepal« 
horisontale projectiën van de cirkels, volgens welke de beide opper 
alsdan door zulke vlakken gesneden worden, construeert men 
J 348 en.J 360; de verticale projectiën dezer cirkels, en dus ( 
van denelver snijpunten, zijn in de verticale doorgangen der sr 
vlakken gelegen. 

J 372. Werkstuk. De doorsnede pan t»ee omwentelingtplakken te 
Zijn de orawentelingsassen aan elkander evenwijdig, dan kun 
projectievlakken altijd zoodanig worden aangenomen , dat een var 
b. V. het horizontale vlak , loodregt op deze assen komt te staan, 
men hu horizontale snijdende vlakken aan , dan zal men de ( 
volgens welke die vlakken de beide oppervlakken snijden , volgen 
kunnen projecteren, en de punten, waarin de cirkels, die tot h 
snijdend vlak behooren, elkander snijden, zullen dan punten 
begeerde doorsnede wezen. 

Daar de bol een omwentelingsligchaam is, waarvan elke roi( 
als as kan wordien aangezien, zoo kan de hier opgegevene handelwJ 
-dienen, om de dooimede te vinden van een omwentelingsvlak i 
oppervlak van een' gegevenen bol. 

$ 373. Sneden de assen der omwentelingsvlakken elkander, dan 
men gebruik van het hulpmiddel , ' dat in het slot van § 3M 
gewezen» 

LaatKv. (A',A''B") en (A'(y,A"r).(fig. 130) de beide assen, I/TB''! 
en S'T'G^'H"!/' de verticale projectiën van de hoofdmeridianen i 
wentdingsvlakken wezen; zijnde hier eenvöudigheidahalve de pr( 
vlakken zoodanig aangenomen , dat de as van het eene oppervlak L 
op het eene, en de as van het andere evenwijdig met het andei 
jectievlak is. Neemt men nu voor snijdende vlakken eene ree! 
bolvormige oppervlakken aan , die hunne middelpunten in het si 
^A',A'') der assen hebben , dan snijden deze de beide gegevene opp 
ken volgens cirkels , welker vlakken loodregt staan op de overeenkc 
assen , en de punten , waarin twee zulke cirkels , die op hetzelfd 
vormig oppervlak liggen, elkander snijden, behooren tot de b( 
doorsnede, dew^l zij te gelijkertijd op.de beide omwentelingsvlakk 
legen zijn. Het komt er derhalve slechts op aan , deze cirkels of 
derzelver snijpunten te bepalen. 

Daar nu de cirkels loodregt op de assen , en deze evenwijdig r 
verticale vlak zijn , zoo zullen de cirkels ook loodregt op dit vli^ 
Wanneer dus de cirkelboog jy'Y'WB!', uit A^' beschreven, de pi 
'der doorsnede van een bolvormig oppervlak met het vlak der as: 
zijn D^T'' en VW de projectiën van de cirkels , die daardoor op « 
wentelingsvlakken ontstaan, en het snijpunt K^' is de verticale pi 
der twee punten , waarin de cirkels elkander snijden. Om de horiz 
projectiën K' dezer punten te verkrijgen , behoeft men slechts uit i 
jy'^ als straal , eenen cirkel te beschrijven , en uit 1^' eene loodlij 
de as van projectie te trekken. De gren^unten (£',£") en {G^fi 
'doorsnede worden. gemakkelijk bepaald, en andere punten worden 
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zelfde wijze gevonden als de punten (K',K")/ Gaat men op deze wijze 
voort, dan zal men de projectiën K'G'K'E' en G^'K^'E" van de door- 
snede der beide oppervlakken verkrijgen. De beide helften van de verticale 
projectie bedekken elkander, dewijl de punten der doorsnede twee aan 
twee in eene lijn gelegen zijn , die loodregt is op het verticale vlak. 

Ingevalle A''B''=:A"L" is , en de beschrijvende lijnen* bovendien gelijk 
en gelijkvormig zijn, zal men gemakkelijk kunnen bewijzen, dat de 
verticale projectie G'HK.'^E/' eene regte lijn wordt; de doorsnede zal alzoo 
in dit geval een vlakke kromme lijn zijn , en derzelver vlak zal loodregt 
op het verticale vlak staan. 

§ 374. De behandelde voorbeelden zullen genoegzaam wezen , om een 
denkbeeld te geven van het bepalen der doorsnede van twee gebogene 
oppervlakken. Men heeft moeten opmerken , dat deze bepaling altijd 
mogelijk is , zoodra men in staat is , de doorsnede te projecteren van de 
gegevene oppervlakken met eene reeks van hulpvlakken. Hoe eenvou- 
diger en gemakkelijker deze projectiën kunneü geeconstrueerd worden, des 
te eenvoudiger en gemakkelijker zal ook de doorsnede der gebogene op- 
pervlakken kunnen bepaald worden. He^ komt er derhalve altijd op 
aan ^ om in elk bijzonder geval zulk een stelsel van hulpvlakken te 
kiesen , dat derzelver doorsneden met de gebogene oppervlal^n zoo ge- 
makkelijk mogelijk te projecteren zijn. 

Tot oefening^ kan men zich nog voorstellen , de doorsnede te bepalen 
nm een algemeen ontwikkelbaar oppervlak, waarvan de keerlijn gegeven 
is, met het oppervlak van een* ciHnder, kegel of bol; alsmede die van 
dezelfde oppervlakken met een scheef oppervlak , waarvan de wording 
bekend is. 



OVER DB ONTWIKKELING DBR OPPERVLAKKEN. 



^ 375. In $ 333 tot 335 is verklaard, welke gebogene oppervlakke 
voor ontwikkeling vatbaar zijn; thans zullen wij aantoonen, hoe dei 
ontwikkeling kan geschieden. 

Het doel, dat men zich bij het ontwikkelen van een oppervlak vooi 
stelt is, om de kromme lijnen, welke op dit oppervlak zijn aangenomen 
of die daarop ontstaan zijn door de snijding van hetzelve met eenig plat c 
gebogen vlak, op een zelfde plat, vlak over te brengen. Het is, klaar, da 
men, om de ontwikkeling te kunnen volvoeren, de kromme lijnen, di 
men qp het oppervlak beschouwt, tot zulke gegevens moet terug brengen 
welke bij den overgang van den gebogenen tot den vlakken toestan* 
niet van grootte veranderen , en waarvan de betrekkelijke ligging in decei 
laatsten toestand gemakkelijk te bepalen u. 

Men kan ook, omgekeerd, de ontwikkeling doen dienen, om kromm 
Ujnen., die aan zekere voorwaarden moeten voldoen, op het oppervla 
te beschrijven. Zoo is in § 276 het oppervlak van eenen regten cirkd 
vormigen cilinder ontwikkeld geworden, om eene schroeflijn op hetzel? 
te construeren. 

S 376. Werkstuk. Het oppervlak can eenen cilinder te ontwikkelen. 

Laat ABCD enz. (fig, 140; eene kromme lijn zijn , welke op een cilin 
dervlak ontstaan is door deszelfs doorsnijding met eenig ander oppervlak 
of door eene van de projectiën der kromme willekeurig aan te nemen 
en daaruit (§ 298) de andere te bepalen. Om nu het cilindervlak' me 
de daarop gelegene kromme te ontwikkelen, en dus op een plat vla) 
neder te leggen , snijdt men het dlindervlak door een vlak , dat loodreg 
is op de beschrijvende lijn, dan kan het geheele oppervlak beschouwi 
worden, als uit regte lijnen te bestaan, die loodregt op dit vlak zijn 
De doorsnede FQRS enz. van dit vlak met het cilindervlak, zal in d 
ontwikkeling eene regte lijn worden, waarop al de beschrijvende lijnei 
loodregt staan, omdat deze doorsnede al de beschrijvende lijnen pnde 
gelijke hoeken, en wel onder regte hoeken, doorsnijdt. 

Neemt men in deze doorsnede FQRS enz. een willekeurig punt P aan 
en construeert men de beschrijvende lijn PI, die door dit punt gaat 
dan zal het punt A bekend worden, waar deze beschrijvende lijn d 
gegevene kromme snijdt, en men zal dus ook den afstand PA kunne] 
bepalen, die in de ontwikkeling niet zal veranderen. Trekt men ui 
eene regte lijn ps, dan zal deze de doorsnede PQRS enz. in de. ontwik 
keling voorstellen: onderstelt men dus, dat p het punt is, hetweU 
overeenkomt 'met het ^unt F, waardoor de beschrijvende lijn PI gaat. 
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blj weike men de ontwikkeling wil aanvangen, dan zal p i, loodregt op 
ps getrokken, deze beflchrijvende lijn in de ontwikkeling Tooisidlen. 
Woidt vervolgens op p i eene lijn p a uitgezet, die gelijk is aan den gevon- 
denen afstand PA, dan zal a het punt A in de ontwikkeling aanwijzen. 
Om een tweede punt der ontwikkelde kromme te vinden , neemt men 
in de doorsnede PQRS enz. een punt Q aan, zoo digt bij het punt P 
gelegen, dat men, zoowel de horizontale als de verticale projectie van 
, bet boogje PQ, alsregte lijnen kan aanmerken,- en men construeert den 
afstand der punten P en Q. Zet men dezen afstand op p s, van p totq 
oit, en trekt men qk loodregt op p s, dan zal deze loodlijn q k de be- 
Khrijvende lijn QK in de ontwikkeling voorstellen. Construeert men 
vervdgens de beschrijvende lijn QK, dan zal het punt B bekend wor- 
den, waar deze beschrijvende lijn de gegevene kromme snijdt, en men 
al dus ook den afstand QB kunnen bepalen; neemt men nu op q k een 
rtok qb, g^jk aan den gevondenen afstand QB, dan zal b het punt 
B in de ontwikkeling aanwijzen. 

Gaat men op deze wijze voort, dan zal men achtervolgens de punten 
e, d, enz. in de ontwikkeling kunnen bepalen, .en de kromme, die 
door de punten a, b, c, d, enz. gaat, zal dan ten naastenbij de ont- 
wikkeling van de gegevene kromme lijn ABCD enz. zijn. 

$ 377. Ingeval de ontwikkelde kromme eene regte lijn wordt, dan 
U^kt daaruit, dat de kromme lijn, op het cilindervlak beschreven, eene 
lielice oi schroeflijn is, welke wij in § 336 hebben leeren kennen. 

J 378. Dewijl men in de bovenopgegevene constructie voor de lengten 
der bogen PQ, QK, enz. die van derzelver koorden pq, qr, enz. heeft 
^omen, "Wordt daardoor de ontwikkeling van het oppervlak slechts op 
eene benaderde wijze gevonden, en dit gebrek zal blijven bestaan voor 
alle cilindervlakken , waarvan de kromme lijn, die de beschrijvende lijnen 
ngthoekig doorsnijdt, niet gerectificeerd kan worden, dat is, wanneer, 
men geene regte lijn kan vinden , welke volkomen gelijk is aan de - 
lengte van eenigen boog dezer kromme lijn. In de toepassing, op. de 
hmsten vergenoegt men zich echter met deze kromme lijn, xoo als hoven 
il aangetoond, in zulke kleine deelen te verdeelen, dat men. elk dezer 
deelen , zonder merkelijk van de waarheid af te wijken , als eene regte 
Ii}n kan beschouwen, en het u alsdan het cilindervlak niet meer, dat 
oitwikkeld wordt , maar het oppervlak van een ingeschreven prisma van 
MQ zeer groot aantal zijden. 

{ 379. Is de beschrijvende lijn van een cilindervlak loodoegt gege- 
ven op een der projectievlakken , dan komt de doorsnede, die loodregt 
door dis beschrijvende lijn gaat , overeen met de rigtlijn van het cilinder- 
vlak, en dan zal deze rigüijn in de ontwikkeling eene regte lijn wórden. 
YooT het overige blijft de in $ 376 opgegevene constructie onveranderd. 
$ 380. Het eenvoudigste geval is dat, waarin de beschrijvende lijn 
kiodregt staat op een der projectievlakken , en de rigtlijn des cilindervlaks 
een cirkel is. 

Zoo is in fig. 132 de krOmmé lijn bepaald, volgens welke ee^i regt 
cirkelvormig cilindervlak gesneden wordt door een plat vlak , dat lood- 
regt staat op het verticale vlak. Wil men nu den vorm bepalen, welken 
d«Ee kromme lijn aanneemt, wanneer het cilindervlak op een plat vlak 
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ontwikkeld wordt, dan beschrijft men (§ 276 de noot) eene.regte lijn A^ 
(fig. 133)y die ten naastenbij gelijk is aan den omtrek des cirkels A^BX 
enz. , en men verdeelt die lijn in zoodanig aantal gelijke deelen , waarv 
men ook den omtrek des cirkels kan verdeden, b. v. in twaalf. Vei 
deelt men nu den omtrek des cirkels in hetzelfde aantal gelijke deelen 
dan is het klaar, dat de cirkelbogen A^B', B'G', enz. ten naastenbij ge 
lijk zullen wezen aan de lijnen ^^^ BC ^ enz. Trekt men vervolgens ui 
Ay By C, enz. loodlijnen op AAy dan zullen deze loodlijnen de onl 
wikkeling voorstellen van de beschrijvende lijnen, die < door A', B', C 
enz. gaan. Alzoo nu de afstanden, van de punten A% B', C', enz. te 
daar, waar de beschrijvende lijnen , die door deze punten gaan , de kromm 
snijden , in dit geval gelijk zijn aan Ali!* , BW^ , CC" , enz. , zoo maakt me 
de loodlijnen ^A, ^B, CC, enz. achtervolgens gelijk aan u/A'', BW\ CCf 
pnz. , tot dat men den geheelen cilinder is rond geweest^ worden vei 
volgens de punten A, B, G, enz. door eene kronune lijn vereenigd, da 
zal deze de begeerde wezen. 

§ 381^ Wanneer eene kromme lijn, op een cilindervlak beschreven 
eene geslotene of in zich zelve wederkeerende kromme lijn is, zoo zal é 
onLwikkdde kromme daarom toch in zeer veel gevallen tot in het on 
eindige voortloopen ; want wanneer een vlak zich om een* cilinder wikkelt 
kan men , daar dit vlak uit zijnen aard oneindig is , hetzelve' 20ove< 
maal als men wil, over zich zelven laten heenrollen. Zoo zal m^n b. \ 
in het geval der vorige $, na éénmaal den cilinder te zijn rond geweest 
de ontwikkeling vérder kunneii voortzetten, en daardoor zal men een 
kromme lijn verkrijgen, die tot in het oneindige voortloopt, bestaande ui 
een oneindig aantal kromme lijnen, zoo als die, welke in fig. 133 ge 
construeerd is, en die alle gelijk en gelijkvormig zijn. 

§ 382. Wanneer men eenen massieven regten cilinder neemt, waarva 
het grondvlak de cirkel A'B'G' enz. (fig. 132) is, en men fig. 133 lan^ 
de kromme lijn ABG enz. afsnijdt, vervolgens het vlak AAA zoodani 
om den cilinder heenwindt , dat de lijn AA ou den omtrek ran de^ipeli 
grondvlak valt, dan zal de kromme, lijn ABC enz. de werkelijke d«0] 
snede voorstellen , welke in %. 132 geconstrueerd is. Door dus met eien 
fijne potloodstift langs de alzoo omwoelde luomme te trekken, zal mei 
deze doorsnede op het cilindervlak kunnen teekenen. 

Neemt men eenen massieven regten cilinder, waarvan het grondvla) 
de cirkel A'C'jy enz. (fig. 118) is, dan zal men, door den driehoek ANA 
uit te snijden, en op bovengenoemde wijze om den cilinder te winden 
op denzelven eenen schroefgang kunnen beschrijven, waarvan A^N d 
■iu>ogte is'i door dezen driehoek ter hoogte van den schtoefgang op t 
sdraiven, zal men eenen tweeden schroefgang kunnen verkrijgen, en zo 
doende de geheele schroefiijn. 
' $-383; Werkstuk.- Het oppertflak pan eenen kegel te ontwikkelen» 

haai ABGD enz. (fig* 141): eene kromme lijh wezen, welke op eei 
kegelvlak beschreven is, door eene van de projectiën der kroinhièaant 
nemen, en daaruit ($ 306)' d^ andere te bepalen, of wd eene krontm 
lijn, die jop het kegelvlak. ontstaan is, door deszelfe doorsiujding ine 
eenig. ander oppervlak. Om nu hét kegelvlak mét de d&arop gelegen 
kromme' ts ontwikkelen, <^n dus op een platvjak neder te leggen, 'denk 
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meii zich eene kromme lijn zoodanig op het kegolvlak beschreven, dat 

al deraelver punten even ver van den top des kegels afstaan , dan zal 

deie kromme lijn, in de ontwikkeling van het ke^vlak, een cirkel of 

ten minste een drkelboog zijn , waarvan de straal de standvastige afstand 

is, welken al de punten der gezegde kromme lijn van den top hebben. 

Na is bet klaar, dat al de punten, die even ver van den top des kegels 

liggen, op het oppervlak van eenen bol gelegen zijn, welke zijn mid- 

delpant in dezen top heeft. De kromme lijn, waarvan wij spreken, is 

ins de doonnijdiug van dezen bol met het gegeven kegelvlak, en is 

ahoo gemakkelijk te construeren volgens $ 370 , of wel , door in dit geval 

op elk der beschrijvende lijnen, van den top af, gelijke stukken TP te 

nemen, en de uiteinden dezer lijnen te vereenigen; laat PQRS enz. deze 

kromme lijn zijn. 

Neemt men in deze doorsnede PQRS enz. een willekeurig punt F 
aan, en construeert men de beschrijvende lijn TI, die door dit punt 
gaat, dan zal het punt A bekend worden, waar deze beschrijvende lijn 
de gegevene kromma snijdt , en men zal dus ook den afstand TA kunnen 
bepalen, die in de ontwikkeling niet zal veranderen. Beschrijft men 
na uit t, met tp=TP als straal, eenen cirkelboog pqrs enz., dan 
zal deze de doorsnede PQRS enz. in de ontwikkeling voorstellen; onder- 
stdt men dus, dat p het punt is, hetwelk overeenkomt met het punt 
P, waardoor de beschrijvende lijn TI gaat, bij welke men de ontwik- 
kding wil aanvangen , dan stelt t i deze beschrijvende lijn in de ont- 
wikkeling voor. Wordt alzoo op ti eene lijn ta uitgezet, die gelijk is 
aan den gevondenen afstand TA, dan zal a het punt A in de ontwik- 
keling aanwijzen. 

Om een tweede punt der ontwikkelde kromme te vinden , neemt men 
in ^e doorsnede PQRS enz. een punt Q aan , zoo digt bij het punt P 
gelegen, dat men, zoowel de horizontale, ab de verticale projectie van 
het boogje PQ, als regte lijnen kan aanmerken, en men construeert den 
afitand der punten P en Q. Zet men dezen afstand, van p tot q, als 
koorde in den cirkelboog pqrs enz. uit, en trekt men de lijn tqk, 
dan zal deze lijn de beschrijvende lijn TK in de ontwikkeling voorstel- 
len. Construeert men vervolgens de beschrijvende lijn TK, dan zal het 
punt B bekend worden, waar deze beschrijvende lijn de gegevene kromme 
mijdt, en men zal dus ook den afstand TB kunnen bepalen; neemt men 
nu op tk een stuk tb gelijk aan den gevondenen afstand TB, dan zal 
b het punt B in de ontwikkeling aanwijzen. 

Gaat men op deze wijze voort ^ dan zal men achtervolgens de punten • 
c, d, enz. in de ontwikkeling kunnen bepalen, en de kromme, die 
door de punten a,b,c,d, enz. gaat, zal dan ten naastenbij de ont- 
wikkeling van de gegevene kromme lijn ABCD enz. zijn. 

J 384. Om de constructie naauwkeurig te doen zijn , zou men de dr- 
kelbogen pq, qr, rs, enz. achtervolgens gelijk moeten nemen aan de 
lengten der bogen PQ, QR, RS, enz. van de kromme lijn PQRS enz. 
Men zou dus de lengten dezer bogen moeten kunnen bepalen of ten 
minste deze bogen tot cirkelbogen kunnen herleiden ; dit is ondertusschen 
in het algemeen niet anders mogelijk, dan door integraalrekening, en 
in de meeste gevallen zelfs alleen bij benadering. In de praktijk heeft 
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men ondfitusschen alleen tot doel, sulk eenen graad van naauwkeurig- 
heid in de oonstructiën te bereiken, dat men binnen de grenaen 
blijft van de onyolkomenheid , die toch altijd uit de instrumenten, waa^ 
van men zich bedient , voortvloeit ; het is daarom , flat men de construc- 
tie volgt, welke in de vorige § is aangewezen, waardoor men eigenlijk, 
in plaats van het kegelvlak, eene piramide van zeer veel zijden ontwikkidt. 

$ 885. Het eenvoudigste geval heeft plaats, wanneer het k^elvlak 
dat van eenen regten cirkelvormigen kegel is. In dat geval kan men, 
daar de straal ' des bols willekeurig is , voor denzelven de schuinache zijde 
des kegels nemen; de doorsnede van den bol met den kegel wordt als- 
dan de cirkel, die de rigtlijn is van het kegelvlak. 

Is nu S de schuinsche zijde, R de straal van het grondvlak des ke- 
gels, en A de hoek, dien de schuinsche zijde met de as maakt, daa 
wordt de omtrek des grondvlaks in de ontwikkeling een drkelboog, 

' R 

waarvan de lengte gelijk is aan -^ X omtrek S, en waarvan de uitente 

stralen eenen hoek vormen , die gelijk is aan 360**X *iii *• 

Zijn R en S onderling meetbaar, zoodat derzelveif betrekking door 

het rationaal gebroken ^ kan voorgesteld worden, dan zal het construe- 
ren vanden cirkelboog, die de ontwikkeling is van den omtrek des grond- 
vlaks, veel vereenvoudigd worden. Is daarenboven ^ een der getallen, 
die voorkomen in de reeksen van veelhoeken, welke men in een' cirkel 
kan beschrijven, dan zal deze cirkelboog werkelijk roeetkunstig kunnoi 
geconstrueerd worden , en het ontwikkelen des kegelvlaks zal in dat ge- 
val streng meetkunstig kunnen geschieden; want door den cirkellnx^ 
en den omtrek van het grondvlak des kegels door onophoudelijke mid- 
dendoordeeling in evenveel gelijke deelen te vérdeelen , zal elk deel van 
den cirkelboog werkelijk gelijk zijn aan het overeenkomstige deel van 
den omtrek des grondvlaks. 

§ 386. Laat, om een voorbeeld te geven van hetgeen in de vorige § 
gezegd IS, gevraagd worden, om den regten cirkelvormigen kegel van fig. 
135 te ontwikkelen, en dus den vorm te bepalen, welken de kromme 
lijn alsdan aanneemt, die op dit kegelvlsJs: ontstaan is door de snijding 
van een vlak , dat loodregt staat op het verticale vlak. 

Daartoe construeert men eenen hoek GDG (fig. 136) , die gelijk is aan 
360oXsin ^D"Z?, en beschrijft, met DC=^D" als straal, den cirkelboog 
CBAIC. Vervolgens verdeelt men den omtrek van het grondvlak des ke- 

edoor onophoudelijke middendoordeeling in een zeker aantal gelijke 
[en, b. V. in acht, en den boog CBAIC in hetzelfde aantal gelijke 
deelen. Vereenigt men nu de deelpunten van den cirkelboog met des- 
■dfs middelpunt D, dan zullen deze lijnen de ontwikkeling voorstellen 
wm de beschrijvende lijnen, die door de deelpunten van den omtrek des 
grondvlaks gaan. Op dk dezer ontwikkelde beschrijvende lijnen moeten 
na , van D af aan , de afstanden worden uitgezet , die de top des kegels 
iMsft tot aan de punten, waarin de overeenkomstige beschrijvende lijnen 
tf het oppervlak des kegels de daarop gelegene kromme snijden. Begin- 
Mi wij alzoo de ontwikkeling bij de beschrijvende lijn, die door het punt 
(C, C) gaat, dan moet men de werkelijke lengte van de lijn (iyH',D''H'') 
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xmstraerenf welke blijkbaar gelijk is aan D"H"; neemt men diu op DG 
ien stuk DH =1X11", dan zal U het punt (H',H") in de ontwikkeling 
lanwijzen. Dewijl verder de werkelijke lengte van de lijn (DT', D^T") 
j^dijk b aan D''F^, zal men , door op DA een stuk DF=jynr ' te nemen , 
onmiddellijk het punt F kunnen bepalen , dat de ontwikkeling van het 
pnnt (F^y ¥**) voorstelt. Om nog andere punten der ontwikkeling te be- 
lEomen, b. v. het punt (G^G'Q, trekke men G'^g evenwijdig aan de as 
van projectie, dan zal IX^g gelijk zijn aan de werkelijke lengte der lijn 
(iyG^,D"G"); wordt dus op DB een stuk DG=D"g genomen, dan zal 
6 het pant (G^yG^') in de ontwikkeling wezen. Daar nu de werkelijke 
lengte van de lijn (D'K', D"G") insgelijks gelijk is aan D^'g, zal men, 
door op Dl, een stuk DK=:D"g te nemen, tevens het punt K bepaald 
hd>ben, dat de ontwikkeling is van het punt (JL\G'^. 

Op deze wijze voortgaande, zalmen nog meer punten van de ontwik- 
keling kunnen bepalen, en deze punten door eene kromme lijn veree- 
nigende, verkrijgt men HGFKH voor de begeerde ontwikkelde kromme. 

S 387. Ook hier, e?en als bij den cilinder, zal men door de ontwik- 
keling voort te zetten, voor de ontwikkelde kromme eene kromme lijn 
veikrijgen, die tot in het oneindige voortloopt, en welke verkregen wordt, 
door den hoek CDC, met al wat zich in denzelven bevindt, een onbe- 
paald aantal malen naast elkander te leggen. Is de hoek CDC meetbaar 
met vier re^e hoeken, dan zal de kromme lijn in zich zelve wederkeeren. 

S 388. De kromme lijn HFH geconstrueerd zijnde, zal dezelve we- 
derom kunnen dienen, om de kromme werkelijk op den kegel te teekenen; 
want men zal alsdan het papier langs deze kromme lijn moeten afsnij- 
den , een der af gesnedene stukken CBACHFH behoorlijk om den kegel 
moeten vouwen, en eindelijk roet eene fijne stift de kromme lijn langs 
deze omgewoelde lijn moeten teekenen. ' 

' $ 389. Werkstuk. Een algemeen ontwikkeliaar oppertflak hij henadering 
te vittipihkeifïi 

Laat (A'B'COyE', krW'GOy'W) (fig. 142) de keerlijn wezen van het 
oppervlak, en FQ'R'S' de horizontale projectie van eenige kromme lijn, 
op het oppervlak beschreven. Om nu vooreerst de verticale projectie dezer 
kromme te bepalen , neemt men in de keerlijn de punteu (A', A^'), (B',B'') , 
enz. zoodéinig aan, dat de koorden ten naastenbij met de bogen over- 
eenkomen, en men veriengt de koorden (A'B', A"B"), (B'G', B"G''), enz. 
onbepaaldelijk ; uit de punten F', Q' enz. , waarin de horizontale projectie 
FQ^'S^ door de lijnen A'B', B'G', enz. gesneden wordt, trekke mei\lood- 
lijnen 'door de as tot aan de overeenkomstige lijnen A^B'', B'^G^', enz. , dan 
wordt hierdoor de verticale projectie F^Q'^K^'S^^ ten naastenbij bepaald. 
Om uu het oppervlak met de daarop gelegene kromme te ontwikkelen, 
trakt men eene willekeurige lijn AP, en beschrijft op dezelve den drie- 
ho* BFQ, gelijk en gelijkvormig met den driehoek (B'FQ', B^'F^'). 
Vervolgens neemt men BG gelijk aan de lijn (B'G', B''G'% en men 
beschrijft op GQ -den driehoek GQR, gelijken gelijkvormig met den drie- 
koek (CQ'R', .G'V'R'0. Op deze wijzd voortgaande, zal FQRS enz. 
meer en meer naauwkeurig de ontwikkeling van de vo o ifflrtelde kromme 
ujn, naarmate men meer punten in de keBrlijn hflcft. aanfenomflii. 



OVER DE RAKENDE VLAKKEN AAN DE GEBOOENE 

OPPERVLAKKEN. 



§ 390. Even zoo als elke kromme lijn kan beschouwd worden , als uk ^ 
een oneindig aantal oneindig-kleine regie lijnen of elementen te bestaan , ; 
soo kan men zich ook verbeelden, dat een gebogen oppervlak uit eei r 
oneindig aantal oneindig-kleine platte vlakken bestaat , waarvan elk en . 
element van het gebogen oppervlak is. Denkt men zich nu zoodanig : 
element naar alle rigtingen verlengd, dan ontstaat er een plat vlak, hetwelk ^ 
dit element met het gebogen oppervlak gemeen heeft. Dit platte vlak 
word^ een rakend clak aan het gebogen oppervlak, en het element, dat ^ 
zij roet elkander gemeen hebben, derzelver raakpunt genoemd. ,, 

$ 391. Verbeeldt men zich , dat door het raakpunt een willekeurig* . 
aantal lijnen op het oppervlak getrokken zijn, en neemt men ^ van dit . 
punt af aan, oneindig-kleine deelen dezer lijnen, dan zullen dezdve . 
alle in het rakend vlak gelegen wezen. Deze deelen kunnen echter ook ■ 
beschouwd worden, als regte lijnen, en door ze onbepa^Jdelijk te TerleD<- . 
gen, zullen zij raaklijnen worden aan de lijnen, die op het oppervlak ^ 
beschreven zijn. Daar nu elk dezer raaklijnen een oneindig-klein gededtff i 
harer rigting in het rakend vlak heeft liggen , zoo ligt zij er geheel en 1 
al in. Het rakend vlak aan eenig gebogen oppervlak bevat deriialve al ! 
de raaklijnen , die in het raakpunt kunnen getrokken word^i aan al de > 
lijnen, die men door dit punt op het oppervlak kan beschrijven. 

§ 392. Het voorgaande braluit vloeit onmiddellijk voort uit de be- ^ 
schouwingen, waarop de bepalingen van de raaklijn en van het rakend \ 
vlak berusten. Zie hier, hoe men zich van deze waarheid ook op eeoe 
andere wijze kan overtuigen. % 

Vooreerst herinnere men zich, dat als eene regte lijn eene kromme l 
in twee punten snijdt, en men die regte lijn om een dezer punten doet j 
draaijen , zoodanig , dat de beide snijpunten , na meer en meer tot ér 
Icander genaderd te zijn, in elkander vallen^ die regte lijn alsdan een' 
bepaalden stand verkrijgt, waarin men haar eene raaklijn noemt. Dit in 
aanmerking nemende, zullen wij bewijzen, dat de raaklijnen , gebragt 
door een punt eens oppervlaks aan de verschillende lijnen , die men door 
dit punt op het oppervlak kan trekken, alle gelegen zijn in een xaUds 
vlak; en het is dit vlak, hetwelk wij het rakend vlak zullen noenun. , 

Laat daartoe M (fig. 143) een willekeurig punt op het oppervlak WS' ; 
zen, en AA' de beschrijvende lijn, die door dit punt gaat. Zij verder 
GC een andere stand dezer besDhrijvende lijn, zoo digt als men ver* 
kiest bij AA' gelegen ,, en onderstellen wij , dat N het ^unt zij , dat 
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n M komt te vallen , wanneer het den weg CG^ op het oppervlak door- 
oopt. Laat vports MD eene willekeurige kromme lijn xijn, die door 
liet punt M op het oppervlak getrokken is, en de beschrijvende lijn 
GG' in P snijdt; terwijl eindelijk MR, NS en MT de snijUjnen zijn, 
getrokken door de punten M, N en P, twee aan twee genomen. 

Verbeeldt men zich nu , dat de beschrijvende lijn GG^ meer en meer 
tot AA' nadert, en eindelijk op dezelve komt te vallen, dan zullen op 
den oogenblik, waarin dit plaats vindt, de punten N en P in M ko- 
men te vallen, en te gelijkertijd zullen de drie snijlijnen overgaan in 
raaklijnen aan de drie kromme lijhen CC', AA' en MD. Gedurende dat 
nu de drie snijlijnen van stand veranderen, is er altijd een vlak^ dat 
ze alle dne bevat; op den oogenblik, waarin zij raaklijnen worden, 
moeten zij derhalve nog in een zeKde vlak gelegen wezen. 

Wij kunnen hieruit besluiten, dat het vlak, bepaald door de raak- 
Hjnen aan de krommen CC en AA', ook die raaklijn bevat, die in 
het punt M aan eene willekeurige kromme, beschreven door het punt 
M op het oppervlak, getrokken is; zijnde een besluit, hetwelk volmaakt 
overeenkomt met dat van de vorige $. 

$ 393. Deze stelling is van het grootste belang bij het bepalen der 
rakende vlakken; want daar twee Ujnen voldoende zijn, om een vlak 
te bepalen, volgt hieruit, dat om het rakend vlak aan een gegeven punt 
van een oppervlak te construeren , men slechts in het raakpunt de raak- 
l^nen beho^t te trekkéh aan twee lijnen , die door dit punt op het op- 
pervlak zijn beschreven, en door deze raaklijnen een vlak te brengen. 

Het is klaar, dat men op het oppervlak altijd die twee lijnen moet 
kiesen, welke het gemakkelijkst bepaald kunnen worden. Kan men b. v. 
door het gegeven raakpunt twee regte lijnen trekken, die geheel en al 
op het oppervlak zijn gelegen , , dan zijn deze lijnen raaklijnen aan zich 
asiven, en bijgevolg zal het rakende vlak door deze twee regté lijnen 
bepaald wezen. Dit geval doet zich voor bij sommige scheeve oppervlak- 
ken, en wel bij de omwentelings-hyperboloïde met één blad, alsmede 
bij de hyperbolische paraboloïde. Voor het overige zal men weldra zien , 
dat bij elk geslacht van gebogene oppervlakken het rakend vlak bijzon- 
dere eigenschappen bezit, die deszelfs bepaling gemakkelijk maken. 

$ 394. De regte lijn , welke uit het raakpunt loodregt op een rakend 
vlak wordt opgerigt, noemt men eene normaalUjn of eene normaal van 
het gebogen oppervlak, en elk vlak, dat door deze lijn gaat, wordt een 
wfrmaalclak genoemd. De doorsnede van zulk een vlak met het gebogen 
oppervlak heet normaalsnede, 

J 395. £r kan begeerd worden, een rakend vlak aan een gebogen op- 
pervlak te brengen : 1**. door een gegeven punt op het oppervlak; 
2^. door een gegeven punt buiten het oppervlak; 39. door eene grgevene 
1^; 4<'. evenwijdig aan eene gegevene lijn. Eindelijk kan ook begeerd 
worden, om een vlak te bepalen, dat te gelijkertijd rakend vlak is aan 
meer gebogene oppervlakken. Deze gevallen zullen nu achtervolgens op 
de voornaamste gebogene oppervlakken worden toegepast. 

$ 396. Werkstuk. Door een gegepea panty op eea gegeven ciUndervUdc^ 
een rakend ulak aatt hetteU^ te Brengen, 

Zij (ACE'F', JPi?H"G") (fig. 144) het gegeven cüindervlak , en I' da 
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horizontale projectie van liet gegeven punt op hetzelve, dan kan m< 
volgens § 299 desze^s verticale projectie V' bepalen. Trekt men nu do 
het punt (I',I") de beschrijvende lijn (J!K:,l'^M), dan moet deze liji 
die met het gevraagde vlak het punt (I',!") gemeen heeft, zonder é 
vlak te snijden , geheel in dit vlak gelegen wezen ; het snijpunt Kf dez 
lijn met het horizontale vlak moet derhalve een punt van den horizo 
talen doorgang van het rakende vlak zijn. Dewijl verder deze doo 
gang met de rigtlijn AfB^CJY in hetzelfde vlak ligt , het punt K^ m 
die rigtlijn gemeen heeft, en dezelve niet snijden mag, daar ande 
ook het oppervlak door het gevraagde vlak zou gesneden worden, zi 
moet deze doorgang raaklijn wezen aan de rigtlijn AH'CJy van h 
cilindervlak. Trekt men derhalve door K' de raaklijn K'ilf aan AfWOZ 
dan zal deze raaklijn de horizontale doorgang van het rakende vlak , < 
M een punt van deszelfs verticalen doorgang wezen. Om een tweede pui 
van den verticalen doorgang te bepalen, zoekt men het punt, waar < 
lijn (I'K^ V'JL) het verticale vlak ontmoet. Valt echter dit punt buiu 
de teekening, dan brenge men door eenig punt (I', I") van het gevraagd 
vlak, in hetzelve, eene lijn {VZ,V'lJ')j die evenwijdig loopt aan h 
horizontale vlak , door VZ evenwijdig aan KfM, en W^ evenwijdig sa 
MD te trekken (§ 37); het snijpunt \J' dezer lijn met het verticale vli 
is dan ook een punt van den verticalen doorgang des rakenden vlak 
en derhalve üfL/' deze doorgang zelf. 

§ 397. De horizontale lijn (fH^VV) is blijkbaar niet anders dan < 
raaklijn aan de beschrijvende lijn AHB^CI/, in den stand, dien zij heef 
wanneer zij door het punt (1',!'') gaat. De raaklijn aan de andere b 
schrijvende lijn, namelijk aan (I'K', I"Z), valt op deze lijn zelv 
en men ziet derhalve, dat de fllgemeene leerwijze van § 393 hier we 
keiijk is toegepast geworden. 

§ 398. Uit bovenstaande oplossing blijkt, dat als een cilindervlak i 
een vlak, dat hetzelve aanraakt, door een ander vlak gesneden wordei 
mits dit vlak het cilindervlak niet snijdt volgens beschrijvende lijnei 
de doorsnede met het rakende vlak eene raaklijn zal wezen aan de doe 
snede met het cilindervlak. Immers is hier de horizontale doorgang v{ 
het rakende vlak eene raaklijn aan den horizontalen doorgang van h 
cilindervlak. 

$ 399. Is de rigtlijn van een cilindervlak door hare beide projectii 
gegeven, dan zal het rakende vlak bepaald worden door de beschrijvem 
lijn, die door het gegeven punt gaat, en door de raaklijn, die men ai 
die rigtlijn kan trekken, in het punt, dat deze beschrijvende lijn n 
de rigtlijn gemeen heeft. 

% 400. Werkstuk. Door een ^egetfen punty luiten een gegef^en ciiinde 
pUJcy een rakend plak aan hetseltfO ie hrengen. 

Hiertoe merkt men op, dat elk rakend vlak het cilindervlak volge 
eene beschrijvende lijn aanraakt ($ 396). Trekt men dus door het g 
geven punt eene lijn, evenwijdig aan de beschrijvende lijn des cilindc 
vlaks, dan zal deze lijn in het begeerde rakende vlak moeten liggen , < 
de punten , waarin deze lijn de beide projectievlakken ontmoet, zijn di 
halve punten van de beide doorgangen dezes vlaks» Daar verder de h 
rizontale doorgang van het rakende vlak den horizontalen doorgang i 
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dlinderrlaks aanraakt (J 396), zoo zal men, als de rigtlijn in het ho- 
rizontale vlak gegeren is, den horizontalen doorgang van het rakende 
fkk bekomen, door uit het reeds bepaalde punt van dien horizontalen 
dooigang eene raaklijn aan de rigtlijn te trekken. Het punt, waar deze 
doorgang de as snijdt, is een punt van den verticalen doorgang, en door 
dt te yereenigen met het reols bepaalde punt van dien doorgang, zal 
nen den verticalen doorgang van het rakende vlak verkrijgen. 

flet ia klaar , dat er even zoo veel rakende vlakken zullen bestaan ,■ die 
lan de vraag beantwoorden, als er raaklijnen aan de rigtlijn kunnen 
jeUokken worden , uit het eerst bepaalde punt van den horizontalen 
doorgang. 

S 401. Wbbkstc^. Door eene gegepene lijn ^ huUen een gegeven cUinder- 
Mf een r^Jceni f lak aan heiulit te brengen» 

DÓwijl de cilindervlakken door rakende vlakken volgens regte lijnen 
VDrden aangeraakt, zoo kan zulk een vlak niet nog te gelijkertijd door 

Ieene andere willekeurige lijn gaan; dat is, men kan niet door elke lijn, 
buiten een dlindervlak, een rakend vlak aan hetzelve brengen. Of zulks 
editer in een gegeven geval mogelijk is , ontdekt men gemakkelijk op de 
volgende wijze. Het snijpunt van de gegevene lijn met het horizontale 
I vkk, is blijkbaar een punt van den begeerden horizontalen doorgang, 
I ea daar deze doorgang tevens raaklijn moet wezen aan de rigtlijn, zoo 
I kan hij gemakkelijk bepaald worden. Het punt, waar deze raaklijn de 
t rigtlijn aanraakt, is een punt der beschrijveude lijn, volgens welke het 
{alindervlak aangeraakt wordt door een vlak, hetwelk deze raaklijn tot 
dooi|(ang heeft. Construeert men dus de beschrijvende lijn , die door dit 
raakpunt gaat, en ligt deze beschrijvende lijn met de gegevene lijn in 
een xelfde vlak, dat is, snijdt zij de gegevene lijn, of is zij met dezelve 
evenwijdig , dan is het vlak , dat door deze beide lijnen kan gebragt woi> 
den, het begeerde;. in het tegenovergestelde geval kan er door de gege- 
vene lijn geen rakend vlak aan het cilindervlak gebragt worden. 

S 402. Werkstuk. Aan een gegeten cUinderulak een rakend f lak ie hren» 
ft» f dat et^enwijdig is aan eene gegevene lijn, 

Txekt men door een willekeurig punt van de gegevene lijn , eene lijn, die 
evenwijdig is aan de beschrijvende lijn des cilindervlaks, en bepaalt men de 
doorgangen van het vlak , dat door deze beide lijnen kan gebragt worden , 
dan sal het begeerde rakende vlak evenwijdig moeten zijn aan dit hulp- 
vlak , dewijl het dan ook evenwijdig zal zijn aan de daarin liggende ge- 
gevene lijn. De doorgangen van het rakende vlak moeten derhalve even- 
wijdig zijn aan die van dit hulpvlak. Daar nu bovendien de horizontale 
doorgang van het begeerde rakende vlak eene raaklijn moet wezen aan de 
rigtlijn van het cilindervlak (§ 396), zoo zal men diezen horizontalen 
doorgang bekomen, door aan de rigtlijn eene jraaklijn te trekken, die 
evenwijdig is aan den horizontalen doorgang van het hulpvlak. Trekt 
men vervolgens uit het punt, waar de horizontale doorgang Van het 
takende vlak de as van projectie snijdt, eene lijn evenwijdig aan den ver- 
tical«i doorgang van het hulpvlak, dan zal men ook den verticalen door- 
gang van het rakende vlak verkrijgen. 

Het is klaar, dat er even zooveel rakende vlakken zullen bestaan, dia 
lan de vraag beantwoorden, als er raaklijnen aan de rigtlijn kunoei^ 
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getrokken woiden, die evenwijdig zijn aan den horizontalen doorgan 
van het hulpvlak. 

S 403. l^ERKSTUK. Door een gegeven punt^ op een geget^en kegehlak , ee 
rakend eUk aan hetxelpe ie Irengen, , 

Laat (I',F) (fig. i4tf) het giegeven punt zrjn, dan ziet men gemakke 
lijk in, dat ook hier de beschrijvende lijn (I'K', !"■£), die door (I', V 
gaat , geheel en al in het rakende vlak ligt , en dat de horizontale dooi 
gang dezes vlaks raaklijn aan de rigtlijn des kegelvlaks moet wezex 
Men gaat derhalve hiermede op dezelfde wijze te werk als in § 396. 

§ 404. Weristuk. Door een gegei*en punt, luiten een gegeven kegehlak 
een rakend vlak aan heizelce te Brengen. 

Hiertoe merkt men op , dat elk rakend vlak het kegelvlak volgens eei 
beschrijvende lijn aanraakt, en dat elke beschrijvende lijn door den to 
des kegelvlaks gaat.' Yereenigt men dus den top door eene regte lijn mi 
het gegeven punt, dan > zal deze lijn in het begeerde rakende vlak moete 
liggién, en de punten, waarin deze lijn de beide projectievlakken on 
moet, zijn derhalve punten van de biside doorgangen dezes vlaks. H 
overige der constructie heeft zooveel overeenkomst met die, welke in § 4€ 
verklaard is, dat het onnoodig is, hier langer bij stil te staan. 

§ 405. Het kan gebeuren , dat de lijn , die den top des kegelvlaks m 
het gegeven punt vereenigt, evenwijdig loopt aan het horizontale vla! 
in dat geval trekt men , evenwijdig aan de horizontale projectie dezer liji 
raaklijnen aan de rigtlijn des kegelvlaks, dan zullen deze raaklijnen < 
horizontale doorgangen der begeerde .rakende vlakken wezen; d[e;rxelv 
verticale doorgangen worden vervolgens gemakkelijk bepaald, door midd 
van de beschrijvende lijnen, die door dk punten gaian, waar de hor 
zontale doorgangen de rigtlijn aanraken. 

§ 406. WsnKBTüK. Door eene gegepene lijn^ luiten een gegeven kegélplüt 
een rakend vlak aan ketteive ie Irengen, 

Alzoo de kegelvlakken door rakende vlakken volgens regte lijnen wordi 
aangeraakt, zoo kan zulk een vlak niet nog te gelijkertijd door- eene a 
dere vnllekeurige lijn gaan; dat is, men kan niet door élke lijn, buiti 
een kegel^ak, een rakend vlak aan hetzelve brengen. Of zulks echt 
in een gegeven geval mogelijk is, wordt op dezelfde wijze onderzodi 
als dit ten aanzien van het cilindervlak in J 401 verklaard is. 

§ 407. Wbrkstük. Jan een gegeven kegelvlak een rakend vlak ie Irenge 
dat evenwijdig' is aan eene gegevene lijn, 

Eene lijn, die uit den top des kegelvlaks, evenwijdig aan de gegeve 
lijn' weidt getrokken , zal blijkbaar in het gevraagde vlak moeten geleg> 
wezen; het punt^ waar deze lijn het horizontale vlak ontmoet, zal d 
een punt van den horizontalen doorgang zijn. Het overige der constrc 
tié is nu uit het voorgaande gemakkelijk op te maken. 

$ 408. Werkstttk. Door een gegeven puni op een omwenielingsvlak i 
rakend vlak aan hetzelve ie Irengen, 

Daartoe moet men (J 393) in het gegeven raakpunt sledits raaklijn 
trekken aan twee kromme lijnen, die door dit «unt gaan, en op 1 
oppervlak zijn beschreven , zuÜende alsdan het vlalE , dat door deze tn 
raaklijnen bepaald wordt, het begeerde rakende vlak wezen. 

Zij A' (fig. 146) de horizontale projectie van het f^&^ea ]^unt, d 



il men volgens § 328 deszelfs Terticale projectie A'' kunnen bepalen. 

ieflchrijf^ men nu uit (7, met CA' als straal , eenen cirkel , en trekt men 

oor A'^ de lijn WUf' evenwijdig aan de as van projectie, dan zal de 

irkel hTQTïy de horizontale , en de lijn B'^iy' de vertit^e projectie wezen 

tbh eenen horizontalen cirkel , die door het gegeven punt (A', A'^ gaat , 

ea op het oppervlak is beschreven ; de raaklijn aan dóen cirkel moet dus 

Mik lH>rixontaal wezen. Daar verder de projectiën van eene raaklijn aan eene 

kromme, ook de projectiën van de kromme moeten aanraken (§268), 

w ia h!E, die den cirkel A'B'D' in A' aanraakt, de horizontde pto- 

jectie dezer raaklijn, terwijl K"W derzelver verticale projectie is. Het 

punt £/', waar deze raaklijn (A'fj h!'W) het verticale vlak ontmoet, 

il 'een pant van den verticalen doorgang des begeerden vlaks. 

Wordt nu door het punt {K\K") een meridiaanvlak gebragt, dan 
ftqdt hetzelve het oppervlak volgens eene meridiaan , die de middellijn 
YGf tot horizontale projectie heeft. Verbeeldt men zich deoe meridiaan , 
benevens de raaklijn, die in het punt (A', A'') aan dezelve getrokken kan 
poiden, zoover om de omwentelings-as gedraaid, tot dat zij evenwijdig 
il aan het verticale vlak , dan zuUen in dien stand H'B^ en 'BÏ'W^' 
bare projectiën zijn ; de projectiën van het gegeven punt zijn alsdan B' 
ea B'^, terwijl de raaklijn WI, die in B'' aan H'^B^iy' getrokken is, de 
verticale projectie van de raaklijn zal wezen. Dewijl H^' de horizontale 
projectie dezer raaklijn is, zoo is I' het ontmoetingspunt der raaklijn 
Biet het horizontale vlak. Wordt nu de meridiaan, met de daaiïum ge- 
tiokkene raaklijn, weder teruggebragt tot haren oorspron keiijken stand, 
waarin zij GTf tot horizontale projectie heeft, dan doorloopt het punt 
F der raaklijn, in het horizontale vlak eenen cirkelboog rK.', uit G', 
met CtV als straal, beschreven; K' is derhalve het wezenlijke snijpunt 
der raaklijn met het horizontale vlak , en alzoo een punt van den hori- 
«mtalen doorgang des rakenden vlaks. Dewijl verder deze doorgang K'X, 
eren als de eerst getrokkene raaklijn AE, eene horizontale Hjn in 
iiet begeerde vlak is, zoo is zij evenwijdig aan hfE, en geeft in L een 
tweede punt van den verticalen doorgang LEl'^ die derhalve nu ook 
bepaald is. 

S 409. Gedurende dat de meridiaan tot derzelver oorspronkélijken stand 
vordt teruggebragt, zal het punt (C, C^, waar de raaklijn aan de me- 
ridiaan de omwentelings-as snijdt, niet van plaats veranderen; vereenigt 
men dus G" met A" , dan^ G^'A'^ de wezenlijke verticale projectie wezen 
TBu de raaklijn, die G^A' tot horizontale projectie heeft. Men kan dus 
ook zeggen , dat het rakende vlak bepaald is door de lijnen (A'£^ A'^E^') 
m (fjÈ!^ iy^Af), die beide in het gegeven punt raaklijnen zijn aan 
den drkd en de meridiaan, welke door dit punt op het oppervlak 
besdireven zijn. 

Voorts zij nog opgemerkt, dat het rakende vlak loodregt staat op het 
meridiaanvlak, dat door het gegeven punt gaat, omdat het door de raak- 
Ign (A^£, A'^E'^) gaat, die loodr^ staat op dit meridiaanvlak. Hieruit 
volgt verder, diat W^IJ gelijk is aan den hoek, dien het rakende vlalc 
maakt met het horizontale vlak, en dat alle rakende vlakken , gebragt 
aan punten van eene zelfde parallel, steeds denzelfden hoek met het 
hörizoitiole vlak xuUen maken. 
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§ 410. Is het (legeren omwenUlingsylak dat eens bols, dan sal men^ '^ 
om door een gegeven punt van dit oppervlak een rakend vlak aan ImI» V-= 
selve te brengen, de eenvoudi|er constructie kunnen* toepassen, die Mk^ 
$ 188 verklaard is. E 

$ 411. Werkstuk. Door een gegeten punt, hiiten een gegetfen €^mmMt$ i — 
lingjtiflaky een rakend plak aan hetzelt>e te brengen, . >- 

Men verbeelde zich het gegeven punt de top eens kegelvlaks te nai^ 
hetwelk het gegeven omwentelingsvlak omhult en aanraakt. Elk van mK 
oneindig aantal rakende vlakken, hetwelk aan dit omhullende kegelidak)= 
kan gebragt worden, raakt ook het omwentelingsvlak aan, en gaat door 
den top des kegelvlaks, dat is, door het gegeven punt. £lk punt étt\ 
kroYnme lijn, volgens welke het omwentelingsvlak door het nmtinllrnp j — 
vlak wordt aangeraakt, kan alzoo als het raakpunt van het b^;eevi8 J 
rakende vlak beschouwd vrorden, en elk rakend vlak, dat nu, vidgwip: 
§ 408 door zulk een punt aan het gebogen oppervlak gebragt wofdt, ■. 
gaat ook door het gegeven punt; er zijn derhalve oneindig veel vlakken, t=: 
. die aan de vraag beantwoorden. Het komt er dus slechts op aan, on b= 
bovengemelde aanrakingskromme te bepalen , en hoe dit geschiedt zal il L 
de twee volgende § § worden aangetoond. 'r - 

$ 412. Werkstuk. Men craagtde kromme lijn te bepalen , polgeue w^k»'y^ 
een kegelvormig omhullingsflak y vfelks top gegeven is, een gegeven emmeMtt^ ^^ 
Hngsvlak aanraakt, t^ 

Laat {h'yh") (fig. 147) de top des kegelvlaks, en {<iVir,é'f*fD'\iA^ 
omwentelingsvlak zijn, welks as (</^/V) verticaal is, dan wordt bat |e 
kegelvormig omhullingsvlak voortgebragt door eene regte lijn , die steedi V 
door het punt {h'y h") gaat, en gedurende hare beweging het omwei^ »- 
telingsvlak altijd aanraakt; al deze raakpunten vormen, behooxl^ w >- 
eenigd zijnde, de begeerde aanrakingskromme. ^ 

Neemt men nu eene menigte vlakken aan, die alle door het gegevoi ^ 
punt gaan, en het omwentelingsvlak snijden; bepaalt mende doorsnfde ^ 
van elk dezer vlakken met het omwentelingsvlak ($348), en trekt' dmb 
uit het gegeven punt aan elk dezer doorsneden, raaklijnen , dan nl de 
behoorlijke vereeniging van al de verkregene raakpunten blijkbaar de ^ 
begeerde kromme lijn opleveren. Gemakshalve zal men de snijdende vlak* '^ 
ken verticaal kunnen nemen. k 

Deze constructie, ofschoon de natuurlijkste zijnde, zal echter xeerlan^ 
wijlig worden. Door de volgende handelwijze, zal men spoediger tot het 
voorgestelde doel geraken. 

§ 413. Wij merken vooreerst op, dat ereenige punten zijn, die gemak* _ 
keiijk kunnen bepaald worden , en waarmede wij dus zullen aanvangen^ || 
Trekt men namelijk aan Jlf^ de raaklijnen h'é en h'Vf dan zijn dan S 
klaarblijkelijk de doorgangen van verticale vlakken, die door h gaan-, I 
en het omwentelingsvlak aanraken in punten, die </ en ^ tot horiEon- i 
tale projectiën hebben; de verticale projectien <^^ en V' deaér punten sijB 
gelegen in de lijn <^'V' y welke de verticale projectie is van drai gxootitai 
cirkel ald. Even zoo zijn de raaklijnen WJ^' en h'^gf' aan é*J^^^ ^ de 
doorgangen van die rakende vlakken aan het oppervlak, welke door k 
gaan, en loodregt staan op het verticale vlak; J^' en ^^ zijn de vert^ 
c|ile projectiën van de raakpunten dezer vlakken. Daar nu de middelligii 
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^-J y die erenwijdig loopt aan da as van projertie, de horizontale pro- 
jectie van de hoofdmeridiaan efg is, zoo liggen in deze middellijn de 
horizontale piojectiën van de raakpunten /^ ^^ iy ^n deze worden dus 
gemakkelijk in y^ en ^ bepaald. De raakpunten van zulke , door k ge- 
bcagte rakende vlakken zijn blijkbaar te gelijkertijd ook raakpunten van 
de heM^irijvende lijn des omhullenden vlaks; wij kennen dus nu de pio- 
jectiën van vier zulke raakpunten, namelijk ay hyj va g. 

Van al dé verticale vlakken, die door h gaan, en het omwenteling»- 
i^ak snijden, zal datgene de grootste doorsnede opleveren, hetwelk door 
de omwentelings-as gaat, en dus Wi tot doorgang heeft; het eene snij- 
pont dexer doorsnede met de aanrakingskromme zal het hoogste , en het 
anderé het laagste punt dezer kromme wezen. Deze greuspunten worden 

31 de volgende wijze bepaald. Men draait het meridiaanvlak , dat door 
/ gaat, zoover om de omwentelings-as, tot dat hetzelve evenwijdig is 
met liet verticale vlak, en dus iV deszelfs horizontale doorgang wordt; 
alsdan komt V in ! te vallen, terwijl A" zich verplaatst in het punt 
/f van de horizontale lijn AV, die de verticale projectie is van den cirkel- 
bioog hL Nu is ^[f'^' de verticale projectie van de meridiaan éif ge- 
worden, en de raaklijnen *"/' en ü'm" aan ef[f"^' y wijzen de raakpunten 
r en m" aan, welker horizontale projectiën, bij dezen stand van de 
meridiaan, in f en m^ gelegen zijn. Wordt nu de meridiaan tot haren 
vorigen stand teruggebragt , dan komt / in k' ^ en m' in </ te vallen , 
welke pnnten j/ en </ de horizontale projectiën van de werkelijke raak- 
punten zijn , die in de meridiaan /Ar liggen ; de verticale projectiën l^' 
en tl/' bewegen zich bij deze laatste draaijing op de lijnen rn'^ en m'^i/'y 
die loodregt door </ V gaan , en zij worden dus bepaald , door uit n' en 
/ loodlijnen door de as van projectie te trekken. Door deze punten wor- 
den de grenzen van de projectiën der raakpunten, ten opzigte van de 
hoogte boven het horizontale vlak, aangewezen. 

De alsnu gevondene zes punten rijn meestal reeds voldoende, om den 
vinin der aanrakingskromme te doen kennen. 

Om nog andere punten der kromme lijn te bepalen, merkt men op, 
dat de twee, op eene zelfde meridiaan liggende, punten'^ en g van de 
aanrakingskromme verkregen rijn, door aan de projectiën van die me- 
ridiaaki , op een met dezelve evenwijdig vlak , raaklijnen te trekken uit 
de projectie van het gegeven punt op dat vlak. Om dus de punten , die 
op eenë zelfde meridiaan liggen, te verkrijgen, moet men het gegeven 
punt en de meridiaan projecteren op een vlak, dat met die meridiaan 
evenwijdig is, en vervolgens uit deze projectie van het punt, raaklijnen 
trekken aan deze projectie van de meridiaan. Dewijl echter het projec- 
teren van zulke meridianen niet gemakkelijk is, slaat men liever den 
volgenden weg in. 

yva men b. v. de punten vinden , die in de meridiaan liggen , welks 
vlak door ;// gaat, dan projecteert men het gegeven punt [Vyhf') op 
dit meridiaanvlak ; daartoe trekt men uit {Vy h") eene loodlijn (AV, AV') 
op dat vlak .(§ 46) , en bepaalt het punt r^y waar deze loodlijn het vlak 
snijdt. Uit het punt r^^ y dat nu de projectie is van het punt (A'^A") op 
het meridiaanvlak, dat door f/^ gaat, moeten nu raaklijnen gebragt 
wolden aan de meridiaan , die in het vlak i/a ligt. Om deze raaklij- 

11. 
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nen , en dus ook de raakpunten te construeren , brengt men het meri 
diaanvlak^/ in den stand /i/^ erenwijdig met het verticale vlak, waar- 
door r' in /, en r'' in /' komt te vallen. De raaldijnen /V en j"» 
wijzen de raakpunten /' en vl* aan, waaruit / en' f/^ in ^1/ gelegen, ge 
makkelijk volgen. Worden deze punten in de meridiaan, die door/// gaat 
teruggebragt , dan verkrijgt men de horizontale projertiën / en j/ dei 
begeerde 'raakpunten; de verticale projectiën /' en ^^ liggen alsdan ii 
de lijnen, die uit /',en «'' loodregt door </V' getrokken worden. O] 
deze wijze kan men zooveel punten bepalen, als men noodig heeft; doo: 
hunne vereeniging in elk projeclievlak , verkrijgt men de projectiel 
J^JVjlfji</ en t^^'</'hyf'n"f der begeerde aanrakingskromme. 

Wat de uitvoering der teekening betreft, aóet men gemakkelijk in 
dat het gedeelte {Jo'V^ J'el^h'') der kromme , hetwelk beneden den groot- 
sten cirkd o^ ligt, niet van boven, en dat het gedeelte (^V^^', ^'<^ 
hetwelk achter de hoofdineridiaan ligt, niet van voren zigtbaar is. 

J 414. Wanneer het gegeven punt {h', h") digter bij het horizontal 
vlak ligt, dan het boven-uiteinde der omwentelings-as, en verder vai 
het horizontale vlak, dan het onder-uiteinde dezer as, zullen er meri 
diaanvlakken bestaan , waarop de projectie van het gegeven punt biunei 
de overeenkomstige meridiaan valt; uit welke projectie iJsdan geen 
raaklijnen aan die meridiaan kunnen getrokken worden. Zulke meridianei 
zullen derhalve geen e punten van de aanrakingskromme opleveren. Ho 
digter daarenboven het gegeven punt bij het omwentelingsvlak ligt 
des te meer ineridiaanvlakken zullen er bestaan , waarbij dit plaats vindt 

$ 415. Wanneer het omwentelingsvlak dat eens bols is , zal men d 
kromme lijn, volgens welke eene regte lijn, altijd door een zelfde pun 
gaande , dit oppervlak aanraakt , eenigzins gemakkelijker kunnen bepalen 
dewijl de doorsneden van het oppervlak eens bols met platte vlakkei 
altijd cirkels zijn. 

§ 416. Werkstuk. Door eene gegetfene lijn y luiten een gegeven omwentt 
Ungsclaky .een rakend vlak aan hetzelve te irengen. 

Neemt men twee willekeurige punten van de gegevene regte lijn al 
toppen van twee kegelvlakken aan, welke beide het omwentelingsvla] 
omhulleiTen aanraken, en bepaalt men volgens $ 413 de beide aanra 
kingskrommen , dan zullen de punten, waarin deze krommen elkande 
snijden , de gezochte raakpunten wezen , zoo als gemakkelijk is in te zien 
Brengt men derhalve door de gegevene lijn en een dezer snijpunten eei 
vlak , dan zal dit het begeerde rakende vlak wezen ; want hetzelve gaa 
tevens door de lijnen, die dit snijpunt met de beide toppen vereenigen 
welke lijnen in dit punt raaklijnen aan het omwentelingsvlak zijn. 

Het is klaar, dat er zooveel jakende vlakken door de gegevene liji 
aan het gebogen oppervlak kunnen gebragt worden , als het aantal snij 
punten van de twee aanrakingskrommen bedraagt; 

$ 417. Zie hier nog eene andere constructie voor hetzelfde werkstuk 
Laat (A',A"r)") (fig. 148) de omwentelings-as, A'^F'D" de beschrij 
vende kromme van het oppervlak , en (B'C, B^'C") de gegevene lijn zijn 
waardoor het rakend vlak moet gebragt worden. Verbeeldt men zich nu 
om tot de oplossing te geraken , dat het rakend vlak reeds bestaat ; on 
derstelt men vervolgens, dat de regte lijn om de omwentelings-as draait 
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vonder haren afstand tot die as, noch hare helling ten opzigte van het 
horizontale vlak , te veranderen , en dat zij het rakende vlak in hare be- 
vraging medevoert, zoodanig, dat hetzelve altijd het oppervlak blijft 
aanraken , dan is het klaar , dat door deze beweging het punt , waar 
het oppervlak door het rakende vlak wordt aangeraakt, wel van plaats 
zal veranderen, maar dewijl het rakende vlak altijd dezelfde helling 
behoudt, zal dit raakpunt zich steeds op dezelfde hoogte boven het ho- 
rizontale vlak bevinden, en zal zich bewegen op den omtrek eens ho- 
rizontalen cirkels, waarvan het middelpunt in de omwenteling»-as gelegen 
is. Daarenboven zal de gegevene lijn door hare bew^ng een tweede 
omwentelingsvlak öm dezelfde as voortbrengen, dat door het rakend vlak 
in al deszelfs standen mede wordt aangeraakt. 

Verbeeldt men zich namelijk , dat door de omwentelings-as en het punt , 
waar het rakende vlal^ het eeiste oppervlak aanraakt , een meridiaanvlak 
gebragt wordt, dan zal dit vlak de regte beschrijvende lijn in een punt snij- 
den , hetwelk het raakpunt is van hetzelfde rakende vlak met het tweede 
oppervlak; want het rakende vlak gaat vooreerst in dit punt door de i-egte 
beschrijvende lijn, en ten andere gaat het door de.raaklijn in hetzelfde 
ptint aan den horizontalen cirkel , door dit punt doorloopen , dewijl het 
ook door de raaklijn gaat aan den horizontalen cirkel , in het raakpunt 
met het eerste oppervlak , en deze twee raaklijnen aan elkander evenwijdig 
zijn, als beide loodregt staande op het meridiaaanvlak. 

Daar het werkstuk door middel van het tweede omwentelingsvlak moet 
worden opgelost, zoo is het noodig, de kromme lijn te construeren, 
volgens welke dit oppervlak gesneden wordt door een vlak, dat door 
de omwentelings-as gaat. Neemt men nu dit vlak evenwijdig aan het 
verticale vlak, zoodat A'N' deszelfs horizontale doorgang is, dan heeft 
men in § 330 gdeerd , hoe deze kromme lijn , waarvan V'^N'^W' een' 
tak voorstelt, kan geconstrueerd worden. 

Onderstelt men vervolgens, dat de regte lijn en het rakende vlak, door 
hnnne gelijktijdige beweging om de as, in zoodanigen stand gekomen 
zijn , dat het rakende vlak loodregt staat op het verticale 'vlak , dan zal 
in dezen stand, de projectie op dit vlak, van al wat zich in het rakende 
vlak bevindt , eene regte lijn worden , die raaklijn is aan de beide kromme 
lijnen A"F'D'' en V"N"W^ Trekt men dus aan deze kromme lijnen 
eene gemeene raaklijn , b. v. N^'P^', dan zal deze de projectie wezen van 
het begeerde rakende vlak, beschouwd in den stand, dien het aanneemt, 
wanneer het door de boven opgegevene beweging loodregt is komen te 
staan op het verticale vlak. Het raakpunt P' van de beschrijvende kromme 
dfis eersten oppervlaks toont nu de hoogte aan, die het raakpunt, van 
dit oppervlak met het rakende vlak, boven het horizontale vlak heeft ^ 
trekt men dus door F' eene lijn loodregt op A''D^^, dan zal in deze lijn 
F'S" de verticale projectie van het begeerde raakpunt gelegen wezen. 
Beschrijft men vervolgens uit A',, met A'F=S"P" als straal, eenen dr- 
kcdboog FQ', dan zal zich in dezen cirkelboog de horizontale projectie van 
dit raaJtpunt moeten bevinden. Om dus het raakpunt geheel en al te 
bepalen , moet men nog slechts vinden op welke meridiaap van het omwen- 
telingsvlak dit punt gelegen is, en hiertoe kan het raakpunt N'' dienen. 

Trekt men namelijk uit N'' eene lijn N^'N', loodregt door de as van 
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proJQCti«, en beschrijft men uit A', met A'N' als straal, eenen cirkel- 
bo^ N'Cy, die de lijn B'C' in (X snijdt, dan xal deze drkelboog N(y den 
weg aanwijzen, dien de regte lijn, gaande door de raakpunten van. het 
rakende vlak met de beide oppervlakken, heeft moeten afleggen, om te 
komen in het verticale vlak , waarvan A'N' de horizontale doorgang is. 
Men sal dus de horizontale projectie van deze regte l^n , beschouwd in 
haren oorspron keiijken stand, verkrijgen, door de lijn A'0' te trekken; 
. het punt Q', waar deze laatsle lijn den cirkelboog FQ' snijdt, is derhalve 
de horizontale projectie van het punt, waar het eerste oppervlak door 
het rakende vlak , gaande door de gegevene lijn , wordt aangeraakt. Da|ir 
de verticale projectie Q^' in F'S^' moet liggen , zoo wordt dezelve gevonden, 
door uit Q' eene loodlijn door de as van projectie te trekken. 

Het raakpunt alsnu bepaald zijnde, zal men, om het begeerde ra- 
kende vlak te construeren, een vlak moeten brengen, dat door de li^n 
p'C',B"CO en het punt (C?,Q") gaat ^S 117); of wel een vlak, dat 
het gegeven omwentelingsvlak in het punt (Q', Q'') aanraakt (§ 408). 
. Het is klaar, dat men het punt (X, en daudoor het raakpunt (Q', Q") 
ook zal kunnen bepalen, door uit N'' eene lijn evenwijdig aan de as 
van projectie te trekken , en uit het snijpunt dez^ Inn met B^'Ó', eene lood- 
lijn door de as van projectie tot aan de lijn B'w. 

Trekt men eene tweede gemeene raaklijn ,aan de beide kromme lijnen 
A"F'D" en V'N'W', dan zal deze raaklijn aanleiding geven tot een 
tweede raakpunt op het gegeven omwentelingsvlak, en dus ook tot een 
tweede rakend vlak, dat aan de vraag beantweordt. 

§ 418. Is het gegeven omwentelingsvlak dat eens bols, dan heeft men 
in § 190 eene eenvoudiger constructie leeren kennen, om aan hetselve 
een rake^ vlak te brengen, dat door eene gegevene lijn gaat. 

$ 410. W|BRKaT9K« ^<w ^n g^g^*^^ omwenteUngsflak een rakend phüt te 
hrengeny dat evenwij dijg is aan eene gegevene lijn. 

Denkt men zich eene lijn, die evenwijdig is met de gegevene lijn, en 
het oppervlak aanraakt; verbeeldt men zich verder, dat deze lijn zich 
soodanig beweegt, dat zij, steeds evenwijdig blijvende met de gegevene 
lijn, ook het omwentelingsvlak blijft aanraJcen, dan zal deze lijn een 
cilindervlak beschrijven, hetwelk het omwentelingsvlak omhult en aan- 
raakt, terwijl de aichtervolgende raakpunten de aanrakingskromme van 
dit omhullingsvlak met het omwentelingsvlak zullen vormen. EUv]«k, 
dat nu rakend vlak is aan dit cilindervlak, is zulks ook aan het om- 
wentelingsvlak , en is tevens evenwijdig met de gegevene lijn ; want de 
beschrijvende lijn van het cilindervlak , volgens welke de aanraking plaats 
vindt, is evenwijdig met de gegevene lijn, derhalve is ook die lijn even- 
wijdig met het rakende vlak. Het komt er derhalve slechts op aan , om 
bovengemelde aanrakingskronmie te bepalen, en hoe dit geschiedt zal in 
de^ twee volgende $ § worden aangetoond. 

$ 420. WEaKSTUK. Men vraagt de kromme lijn te hepaUn, volgens welke 
een cilindervormig dmhullingsvlak ^ waarvan de rigting oer lesckrijvende lijn 
gegeven is y een gegeven omwentelingsvlak aanraakt. 

Laat {Jb'(/, d'ii'c'[f^ (fig. 149) het omwentelingsvlak, {i ^'f^^ desiselfs 
as, en {j^Ü y i't'^") de regte lijn wezen , waaraan al de beschrijvende lijnen 
des omliullenden cilindervlaks evenwijdig moeten zijn. 
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Neemt men nu eene menigte vlakken aan , die alle door de gegevene 
lijn gaan, of evenwijdig aan dezelve zijn, en die het um wentel ingsvlak 
mijdeo; bepaalt men de doorsnede van elk dezer vlakken met het om- 
wentelingsvlak (§ 348) , en trekt men aan elk dezer doorsneden raaklij - 
nen, die evenwijdig zijn aan de gegevene lijn, dan zal de behoorlijke 
vereeniging van al de verkregene raakpunten de begeerde krbmme lijn 
opleveren. Gemakshalve zal men de snijdende vlakkea, die evenwijdig 
z^n aan de gegevene lijn, verticaal kunnen nemen. 

Deze constroctie, ofschoon de natuurlijkste «jnde, itH echter aeer lang- 
wijlig worden. Door de volgende handelwijze , die veel overeenkomst heeft 
met die, welke in $ 413 gevolgd is, zal men spoediger tot het voorge- 
stelde doel geraken. 

,$ 4jil. Het omhuUingsvlak wordt geboren door de beweging eener 
reg^ lijn, die steeds evenwijdig blijft met de lijn gk^ en het omwente- 
Ungsvlak aanraakt in punten, die tot de begeerde kromme behooren. 
Trekt men dus aan i/^V de raaklijnen i^l en i^k , evenwijdig met /A', dan 
zijn l^i en i^k de projectiën van twee standen der beschifrjvende lijn van 
het onihuUingsvlak , terwijl de punten V en / de horizontale projectiën 
Iran de raakpunten dezer lijn in die standen zullen wezen. De verticale 
projectiën ^^ en /' dezer punten liggen blijkbaar in de verticale projectie 
4/V van den cirkel, ^Iks horizontale projectie (/fft/ is. Even zoo z^n 
de raaklijnen m")» en nf^o^ die, evenwijdig met jf^'A'', aan a'^u'^c^^ zijn 
getrokken , de verticale projectiën van twee andere standen der beschrij- 
vende lijn, en de punten ns'' en »'' zijn de verticale projectiën van de 
overeenkomstige raakpunten. Hunne andere projectiën m' en j/^ die in 
de horizontale projectie i/i/ van de hoofdmeridiaan gelegen zijn , worden 
gemakkelijk bepaidd. 

Men heeft alzoo de twee, op eene zelfde meridiaan liggende, punten 
m ea » van de aanrakingakromme verkregen, door aan de projectie van 
die meridiaan , op een met dezelve evenwijdig vlak , raaklijnen te trekken , 
die evenwijdig waren met de projectie der gegevene lijn op dit vlak. Op 
denUüe wijze kan men nu nog meer punten vinden ^ wanneei* men met 
eene andere meridiaan even zoo te werk gaat. Men moet namelijk , om 
de punten, die op eene zelfde meridiaan liggen, te verkrijgen, de ge- 
gdvene lijn en de meridiaan projecteren op een vlak, dat met die me- 
ridiaan evenwijdig is, en vervolgens aan de» projectie der meridiaan 
noklijnen trekken , die evenwij^g zijn aan deae projectie der gegevene 
lijn. Dewijl echter het projecteren van zulke meridianen niet geitiakke- 
l^k is, zoo slaat men liever den volgenden weg in. 

Wil men b. v. de punten vinden , die op de meridiaan liggen , welks 
vlak door // gaat, dan projecteert men de gegevene lijn {j^k'y^'h'') op 
dit meridiaanvlak ; daartoe trekt men uit twee willekeu/ige punten g eu 
k dezer lijn , loodlijnen op dat vlak , hetwelk geschiedt door uit ^ en h* 
de lijnen ^/ en AY loodregt op //, en g"/' en A"/" evenwijdig aan 
de as van projectie te trekken. Trekt men nu' uit / en /' loodliineu door 
de as van projectie, dan zijn de verticale projectiën /' en / de snij- 
punten van deze loodlijnen mei het vlak ^; derhalve is t/'t'* de pro- 
jectieder gegevene lijn op dit vlak. Evenwijdig met deze. projectie moeten 
nn raaklijnen aan de meridiaan getrokken wórden , die in het vlak <(^ 
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lij^t. Daartoe brengt men dit meridiaanvlak /r' in den stand (/e\ even- 
wijdig aan het verticale vlak van projectie, waardoor (^,/') in (i/,i/') 
en (/,/') in (^'X') komt te vallen , zoodat v'V de projectie wordt van 
gh, na deze draaijing. In dezen stand is nu ook </V'</W tevens de 
projectie van de meridiaan, die in het vlak ^r^ ligt. Trekt men dos 
aan a'Ww/', evenwijdig met «'V, de raaklijnen »'y en x'^x, brengt 
men de raakpunten u/' en x'^, in w^ en a/, op </(?' over, en van daar, 
door de meridiaan in haren eersten stand terug te voeren, in ^ en i^, 
dan zijn deze punten de werkelijke projectien van de gezochte raakpun- 
ten. Hunne verticale projectien /^ en /' worden nu gemakkelijk bepaald, 
als moetende gelegen wezen in de loodlijnen, die uit n/' en «" op e'^^ 
getrokken worden. Op dezelfde wijze zoekt men nog meer punteii van 
de aanrakingskromme, en verbindt die behoorlijk met elkander. Het 
hoogste en laagste punt liggen in de meridiaan, die met gh evenwijdig 
is. Voorts zal men gemakkelijk ontdekken, welke gedeelten der aanra- 
kingskronïme zigtbaar zijn of niet, en hoe diensvolgens dfe projectien 
»WW en i'ni^V'ii^ scherp geteekend of gestippeld moeten worden. 

§ 422. Is het omwentelingsvlak dat eens bols, dan ziet men gemak- 
kelijk in, dat de gezochte aanrakingskromme die groote cirkel des bols 
zal wezen, welks vlak loodregt gaat door de beschrijvende lijn van het 
cilindervlak. Men behoeft dus slechts door het ni^ddelpunt des bols een 
vlak te brengen , dat loodregt staat op deze lijn , en den daardoor bepaal- 
den cirkel in dien stand te projecteren (§ 106, 161, 162). 

§ 423. Werkstuk. Aan twee of meer cilinder^ of kegehlakken eem rm- 
kend plak te hrengen, 

. Het is geixiakkelijk in te zien, dat men aan verscheidene gebodene 
oppervlakken, die door platte vlakken volgens regte lijnen aangeraakt wor- 
den, slechts in bijzondere gevallen een gemeenschappelijk rakend vlak cal 
kunnen brengen. Of dit kan plaats vinden bij verscheidene cilindeiv of 
kegelvlakken , die door middel der projectievlakken bepaald zijn, laat licfa 
gemakkelijk onderzoeken. Dit zal namelijk dan het geval wezen , waa- 
neer aan de doorgangen dezer gebogene oppervlakken met een aelfde pio- 
jectievlak, eene gemeenschappelijke raaklijn kan worden getrokken, en 
als tevens die standen der beschrijvende lijnen, welke door de raak- 
punten dezer gemeenschappelijke raaklijn gaan, in een zelfde vlak z^n 
gelegen. Wordt aan deze beide voorwaaiden voldaan , dan zal het rakende 
vlak bepaald wezen door deze gemeenschappelijke raaklijn en een* der 
gemelde standen van de beschrijvende lijnen. ' . 
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J 424. Werkstuk. Een* regten cirkeUvrmigen ciitHder, die met eene tijnêr 
éetekrijifeHde lijnen op het hofitontale f^lak Ugt y op het pertieale vlak te pro- 
jecteren y en denxelfen daarenèot*en voor te stellen in eenen hellenden stand ten 
opiigte van het horiioniale vlak. 

Laat dVtfê (fig. 150) de horirontale projectie van den cilinder i^n, 
dan komt het er slechts op aan-, de grondvlakken dV en éi op hM 
verticale vlak te projecteren. Daartoe trekt men, op een* afstand, die 
gelijk is aan den straal aV van het grondvlak, de lijn </V, evenwijdig 
aan fi^V\ en men brengt J ea V daarop over, dan is J^V^ de verticale 
projectie van de horizontale middeUijn, terwijl d^i/^'ss.dV die is van de 
verticale middellijn , welke door é gaat. Beschouwt men nu d'V^ en d*^' 
ab de assen óener elUps , dan kan men dexe ellips door punten oonstrueren. 
Wil men echter op eene andere wijze eenige punten van dezelve bepalen , 
dan projectere men b. v. de verticale koorden , die de helften der horiaon- 
tale middellijn des grondvlaks midden door deelen; de horizontale projectien 
dezer kooiden zijn i' en V^ op het midden van Jé en éV\ en derael- 
ver verticale projectien liggen in de loodlijnen »V' en liU\ Om nu de 
projectien der uiteinden te verkrijgen, verbeelde men uch den drkél met 
deze koorden om deszelfs horizontale middellijn evenwijdig aan het ho- 
rizontale vlak gedraaid, waardoor de werkelijke lengten dezer koorden 
bekend worden; zet men nu de halve koorden Ui en Kk^ boven en be- 
neden ^V, op de loodlijnen Si* en VU* uit, dan zullen i* en U* pun- 
ten van de verticale projectie des grondvlaks wezen. Met het andere 
grondvlak kan men op dezelfde wijze te werk gaan. 

Draait de cilinder ^t zijnen horizontalen stand dVéi (fig. 151) om 
het eene uiteinde der beschrijvende lijn, waarmede hij op het horizon- 
tale ylak rustte, zoodanig dat deze beschrijvende lijn, in hetzelfde ver- 
ticale vlak blijvende, een' hoek s met het horizontale vlak maakt, dan 
wordt de projectie van den cilinder in dezen nieuwen stand op de vol- 
gende wijze verkregen. Men verbeelde zich, dat de cilinder op een ver- 
ticaal vIsJl, dat door Bé gaat, geprojecteerd wordt, en dat deze projectie, 
die een regthoek is, in Végh oahet horizontale vlak wordt nedergedagen. 
Wdrdt deze regthoek om het ^mt If bewogen , totdal dVJ gelijk is aan 
'den gegevenen hoek #> dan neemt hij den stand Vfik aan, en lood- 
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lijnen , uit ^, /*, i en k op de projectie vau de as des cilinders nedergelatei 
bepalen in dezelve de projectiën l^e' en C^f^ van die iniddellijnen , wel 
vóór de draaijing verticaal zijn geweest. Trekt men uit h^, ef, Ü en ^ 
loodlijnen door de as van projectie, en zet men op dezelve, van de.ze as 
aan, de afstanden uit, die k, V y i en y* van Vc' hebben, dan verkrijgt m 
de verticale projectiën A", é\ ü' enj^\ Worden uit het midden m en 
van h'k en^fi, loodlijnen door e[f^ getrokken, dan vindt men op c 
zelve jde projectiën //// en i/i/ vau de horizontale middellijnen. De v( 
ticale pro|ecüë9 y en nf' van derzelver uiteinden worden verkregen , de 
uit f/ en u' loodlijnen door de as van projectie te trekken, en op dezelv 
van deze as af aan, even als boven, pe afstanden mf/ en uu' uit te zette 
waarop de punten m en u zich van 3V bevinden. Maakt men to' -n^i 
en n'fzizn^^ en handelt men met d en. (f even als met p\ dan verkrij 
men de projectiën van nog meer punten des eenen grondvlaks. Het a 
dere grondvlak kan op eene dergelijke wijze geprojecteerd worden. 

% 425. Weiikstuk. Een regte cirkelvormige kegel, die met deszelft gron 
pl^i op kei horiiontah *'lük ^t^aty wordt met eene iijner beschrijfende liji 
9p dit vlak nedergelegd : men tn-aagt dien kegel in doen stand te proy 
teren. 

Laat («'^y/, /V<f ^) (fig. 152) de eerste stand des kegels wezen. C 
derstelt men nu, dat de kegel om het punt é gedraaid is, en dat 
beschrijvende lijn ié in ^/' is komen te vallen, dan zal men, om 
bepalen, waar de top {i ^i^ nederkomt, e^/ z=: c"d^' moeten piakt 
Om bet grondvlak te projecteren , verbeelde men zich , dat de liggen 
kegel op een verticaal vlak, evenwijdig aan deszelfs as, en door i^e gaand 
geprojecteerd is, en dat de^e projectie in e^fg is nedergeslagen» Overige 
gftat men met het grondvlak even zoo te werk , al3 in de vorige § ; worden 
dit alles daarenboven door de figuur opgehelderd. Ofschoon h^t punt 
1^ hoogste is, za) echter de regte lijn /'V' ^^^^ ^^^ ^^^ omtrek é 
projectie behooroB., maar wel de raaklijn i^^k , die uit ^' aan de projec 
vai| het grqndvlak wordt getrokken. Dit eerste zou alleen plaats vinde 
wanneer de as dea kegels evenwijdig ware met het verticale vlak v 
projectie. 

S 426. WerIUTuk. Een* sckuin afgeknoiteu kegel y die dom" tijne hei 
frojectiën gegeven isy op een ander verticaal vlak te projecteren. 

Laat (dVflé^f, J'c"i'f^ (fig. 15a) de gegevene afgeknotte ke^el, 
^'k'^ de horizontale doQrgang van het nieuwe projectievlak wezen. 2 
men dan op de loodlijn, die uit een willekeurig punt ^ van de hoi 
zontale projectie door de nieuwe as van projectie ^^k'^ gaat, van d( 
OS. af aan, de hoogte «e'' uit, die het punt e boven het horizont! 
▼lak heeft, dan verkrijgt men de projectie wl^ van het punt op l 
nieuwe projectievlak. Qepaalt men op dezelfde wijze, van nog me 
punten de projectiën op het nieuwe projectievlak, dan verkrijgt m* 
de projectie wl'WV van 'het boyenvlak, en door aan dezelve, uit /' ( 
V' raiüdijnen te (rekken, de begeerde pcojectie van den afgeknott 
kegel. 

% 427. Volmaakt op dezelfde wijze kan dk ander voorwerp, doer midd 
van. njne gewone projectiën , op een wukkeurig verticai^l vlak geprojc 
teerd, of van oiene andere sijde beschouwd, voorgesteld worden. 
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§ 428. Werkstuk. Een omwentelingst^Uk , »aarcan de om evenwijdig is aan 
ket verticale flaky op het horitoniale plakte projecteren. 

LaaJt {Jl^ii'V') (fig. 154) de omwentelinga-as, en cf'/Vy de be- 

«dirijvende kromme veezen. Brengt men dan een vlak loodregt op de 

oxnwentelingsas, en dus ook loodregt op het verticale vÜBik, dan zal dit 

Wak het omwentelingsvlak snijden volgens een' cirkel, die J^h!' tot 

verticale projectie, en de ellips iHhlS tot horizontale projectie heeft. 

De kleine as dezer ellips is èK ^ en de groote as is gelijk aan i'W, 

Projecteert men nu een genoegzaam aantal van zulke cirkels, en trekt 

men eindelijk eene kromme lijn é^ikm' ^ welke al de ellipsen aanraakt, 

dan 10 deze kromme de omtrek der hegeerde projectie. £ene der uiterste 

«Uipsen, b. v. ^^J^fS ^ wordt door eene lijn, zoo als éé\ bepaald, welke 

loodr^ door de as van projectie gaat, en de beschrijvende kromme 

aanraakt. Voorts is het klaar, dat al deze ellipsen op eene dergelijke wijze 

kunnen geconstrueerd worden, als de projectiën der cirkels in § 424. 

S 429. Werkstuk. Eene schroef te teekenen. 

Laat {dV , ö"3V<f ') (fig. 105) een regthoek zijn , die met de as {é.é'f') 
van den cilinder (A',A") in een zelfde vlak ligt, en waarvan de eene zijde 
(y,yV) zich op eene beschrijvende lijn van dien cilinder bevindt. Beweegt 
zich nu deze regthoek op het cilindervlak zoodanig , dat zijne zijde {h'J/'</') 
steeds op eene beschrijvende lijn des cilinders, de regthoek zelf echter met 
de as in een zelfde vlak blijft, en dat een zijner hoekpunten {V^h'*) op 
het cilindervlak eene schroeflijn beschrijft (§ 275), dan noemt men het 
ligchaam , dat door den regthoek wordt voortgebragt , eene i*ierkante schroej, 
terwijl de cilinder de spil dezer schroef genoemd wordt. 

Alle punten van den regthoek beschrijven, gedurende de opgegevene 
beweging, schroef lijnen : zoo beschrijven b. v. de punten («',«'') en {J ,J') 
elk eene. schroeflijn op eenen cilinder, die «V tot straal heeft. Dewijl 
de punten J' en £' , zoowel als b'' en </' , altijd denzelfden afstand van 
elkandet behouden, en gelegen zijn in lijnen, die evenwijdig zijn met 
het verticale vlak , zoo zullen de schroeflijnen , die door deze vier punten 
worden doorloopen , op de overeenkomstige cilindervlakken aan elkander 
evenwijdig zijn. Heeft men derhalve (§ 277) de schroef gangen van eenerlei 
hoogte y^^'ü' en d^WW geteekend , die door V^ en </' doorloopen worden , 
dan behoeft men slechts, op den verticalen afstand d^d' van dezelve, even- 
wijdige schroefgangen te brengen, ten einde die te verkrijgen , welke door 
é* en d^ worden beschreven. De volgende schroefgangen beschrijft men 
evenwijdig aan de beide eerste, op eenen afstand van elkander, die gelijk 
is aan derzelver hoogte V'H^ of d'l^\ Het onzigtbare of achterste gedeelte 
▼an de schroef behoeft niet geteekend te worden, dewijl hetzelve vol- 
maakt overeenkomt met het voorste. Lijnen, zoo als mn^ behooren tot 
Teischillende op elkander volgende standen van den regthoek , en kunnen 
dienen, om de voorstelling '^n de schroef Ie verduidelijken. 

^ 430. Bewe^t zich, in plaats van den regthoek, een gelijkbeenige 
driehoek onder dezelfde voorwaarden , dan ziet men gemakkelijk in , dat 
elk der drie hoekpunten dezes driehoeks eene schroeflijn beschrijft, dat 
twee dezer schroeflijnen op de spil zullen liggen , en dat de derde schroeflijn 
zich op eenen grooteren cilinder zal bevinden. De basis des driehoeks, 
welke steeds op de spil blijft, is bij zulke driehoekige schroeven meestal 
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§ 431. Wanneer de ligchamen, die men in perspectief wil brengen, 
door platte vlakken begrensd worden, is het niet moeijelijk om, voor 
•enen gegevenen stand van het oog, de zigtbare zijvlakken van de on- 
vigtbare te onderscheiden , en gevolgelijk de ribben te bepalen , die geza- 
menlijk den schijnbaren omtrek uitmaken. Zijn echter deze ligchamen 
door gebogene oppei-vlakken b^rensd, dan is de schijnbare omtrek niet 
meer uit regte lijnen zamengesteld , maar vormt eene kromme lijn, welke 
op het oppervlak des ligchaams moet bepaald worden , door middel van 
nare bijzondere eigenschap, dat zij, ten opzigte vaneenen gegevenen stand 
van het oog , het zigtbare gedeelte des ligchaams van het onzigtbare afscheidt. 

$ 432. Verbeeldt men zich nu, dat een gezigUtraal , uit het oog ge- 
trdkken, zich zoodanig beweegt, dat hij altijd op het oppervlak des lig- 
chaams blijft rusten, en hetzelve in fslken stand aanrasikt, dan zal deze 
itraal een kegelvlfJ^ beschrijven, dat het ligchaam omvat en aanraakt, 
en dat dus tot de omhullingsvlakken behoort. De kromme lijn, volgens 
welke dit omhiiUingsvlak het ligchaam aanraakt, zal deszell's schijnbare 
omtrek wezen; want door deze kromme lijn wordt het zigtbare gedeelte 
des- ligchaams van het onzigtbare afgescheiden. 

J 433. Om nu een ligchaam, dat dooreen gebogen oppervlak begrensd 
is, in perspectief te brengen, moet men beginnen, met deszelfs schijn- 
baren omtrek te bepalen ; dat is , men moet de kromme lijn construeren, 
volgens welke een omhullend kegelvlak, dat deszelfs top in het oog heeft, 
het ligchaam aanraakt. Hiertoe gaat men op dezelfde wijze te werk,, als 
in $ 412 ten aanzien van een omwentelingsUgchaam gezegd is. Men snijdt 
nameUjk het ligchaam door eene reeks van vlakken , die alle door het oog 
gaan, en die gemakshalve loodregt op een der projectievlakken worden ge- 
nomen; men bepaalt de doorsnede van elk dezer vlakken met het oppervlak 
des ligchaams , en men trekt vervolgeqs uit het oog , aan elk dezer door- 
meden raaklijnen , dan zal de behoorlijke vereeniging van al de verkregene 
laakpunten den begeerden schijnbaren omtrek opleveren. 

Den schijnbaren omtrek van het ligchaam bepaald hebbende, sal men 
denelfs pei;^pectief bekomen , door een genoegzaam aantal punten van 
deaen schijnbaren omtrek, volgens eene der opgegevene leerwijzen', in per- 
ipectief te brengen. 

S 434. Om een' bol in perspectief te brengen , merkt' men op , dat 
dendfs achynbare omtrek een kleine cirkel is, volgens welken de bol 
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wordt aangeraakt door eene lijn , die uit het oog voortkomt, en alt^ ^ 
op den bol blijft rusten. Zijn nu de beide projectiën van den bol m '~ 
van het oog gegeven, dan kan deze aanrakingscirkel gemakkelijk bepaaUl >~ 
worden; want brengt men een verticaal vlal^ door het oog en het mid- ' 
delpunt des bols, en slaat men dit vlak^ met al wat er zich in bevindt, 3 
op het horizontale vlak neder , dan zal men , door uit het nedergeslagen -: 
oog eene raaklijn aan den nedergeslagen* grooten cirkel te trekken, en ^ 
uit het raakpunt eene loodlijn neder te laten op de lijn, die het oo{ - 
met het middelpunt des bols vereenigt, den straal 'en het middelpunt, v- 
dezes kleinen cirkels bepaald hebben , waarna deszelfs beide projectien ge- jÊ 
makkelijk kunnen geconstrueerd worden. Door een genoegzaam aantal ^ 
punten van dezen schijnbaren omtrek in perspectief te brengen , zal mei ^ 
de perspectief van den bol bekomen. Het is klaar, dat deze perspectkf .t: 
in de meeste gevallen eene ellips, en slechts in enkele gevallen eea c: 
cirkel zal wezen. ^ 

S 435. Het is ligtelijk in te zien, dat het bepalen van den schiiii- l. 
baren omtrek der ligchamen meestal zeer werkelijk zal worden. Somtijdt ts 
echter zijn de voorwerpen van dien aard, dat men het vooraf bepalen ^ 
van derzelver schijnbare omtrekken kan ontwijken, zoo als uit de vd- .~ 
gende voorbeelden blijkt. - 

§ 436. Om een* regten cirkelvorm i gen cilinder, die met zijn grondvlak 
op het horizontale vlak staat , in perspectief te brengen , begint men '- 
(fig. 156) met, volgens § 240, de omtrekken van grond- en bovénvlak ~- 
in perspectief te brengen; vervolgens trekt men aan de perspectief van ■:- 
den omtrek des grondvlaks twee verticale raaklijnen mm' en ni/ f dite ook t: 
de perspectief van den omtrek des bovenvlaks zullen aanraken, en met }■ 
deze kromme lijn de geheele perspectief van den cilinder zullen begr e nzen. \- 

Wil men de punten m en » door constructie bepalen , dan zet Éoen \ p 
van ^ af, op de loodlijn 00^ de hoogte OD boven de grondlijn nit, ^ 
•waardoor men de horizontale projectie van het oog vindt (*); uit doa * 
horizontale projectie van het oog trekt men (§ 400) raaklijnen aan de rigtlijn 
des cilinders, en brengt oogUjnen door de raakpunten M en K^ dne' 
ooglijnen zullen , door derzelver snijding met de perspectief van heft grond* « 
vlak, de punten m en n doen kennen. 

% 437. Wil men een* regten cirkelvormigen kegel, die met njn grond- 
vlaÏL op het horizontale vlak staat, in perspectief brengen, dan cob- 
striieert men vooreerst (fig. 157) , volgens % 240 , de perspectirf van dan 
omtrek des grondvlaks, en vervolgens de perspectief f van den toj; dB- \ 
delijk trekt men uit de perspectief van den top raaklijnen ^m en^ Aftfl t 
de perspectief van het grondvlak , dan zal hierdoor de geheele peispeoliaf ' 
van den kegel bepaald zijn. 

Qm ook hier de punten m en n door constructie te bepalen , trakt | 
men uit F eene loodlijn door de grondlijn ; en zet boven de<alv» ^ | 
hoogte AB des kegels uit, waardoor men de verticale piojeetie van den 



(*) Het oog is Töór het glas, en de cilioder achter het glas ondersteld» De twe« »r«- 
JecUevlakken xqn hier in elkander geslagen , door het voorste gedeelte van bet horttoati^ 
«lak om de grondliifn naar boven Ie laten emwenlelen, totdat heUelve op hnt b»T«Bfts 
gedeelte van het verticaie vlak kont te vallen. Hierdoor koaen de beidn proleetita «A 
het oog boven de grondlgn, of boven de as van projectie, te liggen. 
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9fi det kegels xal Terkr^gen ; vervolgeiis conttmeert men de horizontale 
iiojectie van het oog, eyen als in de vorige §, en merkt op, dat O de 
leiticale projectie van het oog is. Bepaalt men nu het punt, waar d< 
yn, die door het oog en den top gaat, het horizontale vlak ontmoet, 
n trekt men uit dit punt ($404), raaklijnen aan de rigtlijn des kegels, 
lan aü men, door de raakpunten M en N in perspectief te brengen, 
Ie pqnten » en n verkrijgen. 

Valt het punt p binnen den omtrek van de kromme mn, dan bestaat 
Ie gehoele perspectief des k^els uit die kromme alleen. 

S 438. Moet men een omwentelingsligchaam, waarvan de as verti- 
a^ staat, in perspectief brengen, dan snijdt men hetzelve door vlak- 
ten, die loodregt op deze as staan, en men brengt al de cirkels, die hierdoor 
atstaan , in perspectief; vervolgens beschrijft men eene lijn , die al deze 
peispecM^ische cirkels aanraakt, welke dan de perspectief van den schijn- 
baren omtrek zal wezen. In fig. 158 is deze constructie op eenige weinige 
mijdende vlakken uitgevoerd, en deze figuur zal, wanneer men het voor- 
jaande wel verstaan heeft, geene verdere verklaring behoeven. 

$ 439. Thans zal nog met een enkel woord gewaagd worden van de 
UameirUcAe perspectief van Professor Famsh. 

Men onderstelle, dat het af te beelden voorwerp een cubuszij. Wan- 
aeer men dan het oog op eenen oneindigen afstand in het verlengde 
der diagonaal van den cubus aanneemt, en het glas of tafereel ergens 
loodregt op deze diagonaal , dan zullen de gezigtstralen , die uit de hoek- 
punten des voorwerps naar het oog getrokken worden, onderling even- 
wijdig zijn , en tevens loodregt op het glas staan : de perspectief van 
dexen cubus zal dus niets anders wezen dan deszelfs projectie op het glas. 
Onderzoeken wij nu, wat de projectie van eenen cubus is,, wanneer zijne 
diagonaal loodregt staat op het projectievlak. 

De diagonaal Dd (fig. 159) maakt met elk der dri^ ribben , die aan 
haar uiteinde d zamenkomen, gelijke hoeken, waarvan de tangens is 
^2; daar voorts het projecterend vlak van elk dezer ribben door de 
diagonaal gaat , zuilen de hoeken ^ die deze ribben met het projectievlak 
maken, mede onderling gelijk, en de complenjenten der vorige wezen. 
Stelt men dus de lengte van éene dezer ribben door a voor, dan is 
de projectie van elk derzelve gelijk j^ff|/6. Alzoo nu deze drie ribben 
op gelijke wijze ten opzigte van elkander, en van het projectievlak ge- 
plaatst zijn, zullen hare projectiè'n onderling gelijke hoeken van 120<^ 
moeten vormen , waarvan men zich ook kan overtuigen , door den hoek 
te berekenen, volgens welken de regte hoek, ingesloten door twee dezer 
ribben , zich projecteert , als wanneer men 120^ zal bekomen (*) : de 
projectiè'n dezer drie ribben zullen dus voorgesteld worden door de gelijke 
lijnen dc^ dè en dj (fig. 160). Venjer heeft elke dezer ribben eene 
overstaande, die met haar in hetzelfde projecterende vlak ligt, aan haar 
gelijk en evenwijdig is, en dus denzellden stand ten opzigte van het 



(*) llek«]ve door -bohormtge drkhoeksmeUog, f al men da projectie van dexen koek, ook 
door regU^nige driehoeksmeliog kunnen berekenen. Trekt men b. y. de l^g cb« dan ie 
eb^CBi=ai/t, en daar db:=:dü^^a\/6 in, heeft men in driehoek cdb al de zijden 
bok«Bd aen kan das den liook cdb beresenen, die de piojectie ie van den hoek CdB. 
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projectievlak heeft; de projectiën de , Jg en da decer drie overstaand»' 
ribben, zullen derhalve dezelfde lengte hebben als die der drie eerste, oi f 
>*i derzelver verlengden gelegen wezen. Daar nu d de projectie is Vtt f 
de diagonaal, en diüs ook van derzelver uiteinden, zoo zijn de projee- * 
tiè'n van al de hoekpunten van den cubus bepaald, en door. deze ië - 
vereenigeu , zal men de projectitfn der zijvlakken , of de projectie van den 
cubus bekomen. Deze projectie blijkt alsdan tot omtrek te hebben een* 
regelmatigen zeshoek , beschreven in een' cirkel , die ^a]/ 6 tot straal heeft, 
wanneer a de zijde van den cubüs voorstelt. 

§ 440. Wil men alzoo volgens deze leerwijze een* cubus , waarvan \ 
ABGD (fig. 161) een der zijvlakken voorstelt, in perspectief brengen j * 
dan begint men met eene lijn te construeren, die gelijk is aan jAB|/6. ^ 
Hiertoe trekt men in het vierkant ABGD de beide diagonalen AG en ,r 
BD, elkander in O snijdende; vervolgens maakt men hoek ODE — 3(^, ' 
dan zal D(>=jABJ/ 2, en dus DE=DO X sec. SO» = J ABJ/ 6 wezen. - 
Beschrijft men nu, met D£ als straal, eenen cirkel (fig. 16^), en in \ 
dien cirkel eenen regelmatigen zeshoek ABEFGG, dan zal nien, na ds ■ 
stralen DE, DA en DG getrokken te hebben, de begeerde perspectief {- 
van den gegeven en cubus bekomen. 

S 441. Wanneer er lijnen evenwijdig gegeven waren aan eene der " 
drie ribben DA, DE en DG (fig. 159) van den cubus, en deze lijnen m ^ 
de projectie of perspectief van den cubus moesten voorgesteld worden, } 
dan is het klaar, dat de projectiën of perspectieven dezer lijnen even- ^ 
wijdig zouden zijn aaneen der stralen da, de en dg (fig. 160), en daar- ^ 
enboven tot elkander en tot een' dezer stralen dezelfde betrekking zouden f^ 
behouden , welke deze lijnen in den cubus tot elkander hadden. Is dos ■ 
een punt in de ruimte gegeven , door middel van deszelfs afstanden tot f 
de drie zijvlakken van den cubus, die door het hoekpunt D gaan, dan « 
zullen deze afstanden, als evenwijdig zijnde aan de drie ribben DA, DS f 
en DG, in de perspectief ook evenwijdig zijn aan da, de en dg, ea * 
tevens zullen deze afstanden tot hunne perspectieven dezelfde reden hebben, ^ 
als eene der ribben DA tot derzelver perspectief da, dat is, als 1 tót ' 
})/6. Daar verder de drie afstanden, die een punt tot bovengemdde 
vlakken heeft, ook kunnen gemeten worden op de ribben DA, DE en 
DG van den cubus, zoo zullen de perspectieven dezer afstanden ook 
kunnen uitgezet wo'rden op de perspectieven van bovengenoemde ribben, 
dat is, op da, de en dg. 

Uithoofde van de bijzondere omstandigheid, dat de drie lijnen, die een 
punt in de ruimte ten opzigte van drie op elkander loodregt staande 
vlakken bepalen, bij deze soort van perspectief , in gelijke reden afnemen, 
heeft men aan dezelve den naam van isometrische (gelijkmatige) perspec* 
tief gegeven. 

§ 442. Trekt men uit een willekeurig punt O (fig. 163) twee lijnen 
GR en OL, die met elkander eenen hoek van 120® vormen, en deelt men 
dezen hoek door de lijn YV' midden door, dan zullen deze drie lijnen OR, 
OL en W de perspectieven voorstellen van drie op elkander loodregt staande 
Ujnen , wanneer men namelijk het oog op eenen oneindigen afstand on- 
derstelt in de loodlijn , die uit O op het vlak der teekening wordt opgerigt. 
De drie lijnen VV^, OR en OL, die men isometrische lijnen noenit, 
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ivorden van elkander onderscheiden door VV' de ferticaie-, OR de regier- 
m Oli de Unker^Ujn te noemen; de beide laatste kunnen echter ook met 
iea gemeenschappelijken naam yan koriwntale isometrische lijnen bestempeld 
Mnden. Aan elke lijn in de ruimte, die met eene dezer drie lijnen even- 
vijdig is , wordt dezelfde naam gegeven , als aan de lijn , waarmede zij even- 
wijdig loopt. Verder wordt het vlak , dat door de verticale- en de regier-lijn 
gaat, het regter-isometrische-dak genoemd; het vlak, dat d4)or de verticale 
3nde linker-lijn gaat, heet het linker-isometrüche-clak , en het vlak, dat 
loor de regter- en linker-lijn gaat, draagt den naam van horiiontaal-plak. 
De perspectivische afstanden , waarop een punt in de ruimte zich van elk 
iezer dne vlakken bevindt, worden klaarblijkelijk gemeten op de drie 
iwmetnache lijnen W', ORenOL. 

§ 443. Laat nu r, / en A (fig. 163) de afstanden zijn, die een punt 
in de ruimte heeft tot de drie op elkander loodregt staande vlakken ; 
namelijk r de regter-afstand , of de afstand van het punt tot het regter- 
rlak; /de linker-afstand , of de afstand van het punt tot het linkervlak 
en A de hoogte van het punt boven het horizontale vlak; dan herleidt 
Dien , om dit aldus . gegeven punt in perspectief te bi*engen , deze drie 
ifstanden eerst tot perspectivische afstanden > door dezelve in reden van 
1 tot J |/ 6 , of van AB tot DE (fig. 161) te verkleinen ; vervolgens 
Deemt men in fig. 163 , Oa gelijk aan den herleiden linker-afstand , Oh 
S^ijk aan den herleiden regter-afstand, en men trekt uit a en 3 lijnen 
evenwijdig aan OL en OR , dan zal het snijpunt c de perspectief wezen 
ran döi voet der loodlijn , die uit het gegeven punt op het horizontale 
dak valt; trekt men eindelijk uit c eene lijn evenwijdig aan VV', en 
aeont men cP gelijk aan de herleide hoogte , dan zal F de begeerde per- 
spectief van het gegeven punt wezen. 

S 444. Zijn van een ander punt in de ruimte , insgelijks de afstanden 
^, / en hf gegeven , en handelt men met deze op dezelide wijze als in de vo- 
rige S is aangetoond, dan zal men ook de perspectief P' van dit tweede 
punt bekomen, en door deze roet P te vere^nigen, verkrijgt men de per- 
spectief van de lijn in de ruimte , die door de twee gegevene punten gaat. 

Door elk der hoekpunten van een veelvlakkig ligchaam op de boven- 
beschrevene wijze in perspectief te brengen , en de perspectivische punten 
)p dezelfde wijze te vereenigen, als de overeenkomstige punten in het 
ligchaam vereenigd zijn, zal men de perspectief van het veelvlakkig 
igrhaam bekomen. 

Zoo is b. V. in fig. 164 de perspectief bepaald van een regthoekig pa- 
rallelopipedum , waarvan ABGD de horizontale projectie en OH de hoogte 
s; terwijl fig. 165 de perspectief van ditzelfde ligchaam voorstelt, wanneer 
iet een* anderen stand ten opzigte der isometrische vlakken heeft. 

Deze ligchamen worden nu ondersteld met hunne grondvlakken te 
•taan op- het vlak EDGF. (fig. 159) , en zijn in perspectief gebragt op 
)en glas, dat loodregt staat op Dd, waarin op eenen oneindigen afstand 
iet oog is aangenomen; omdat nu de gezigtstralen onderling evenwijdig 
oopen , zijn deze ligchamen eigenlijk op dk glas geprojecteerd geworden. 

S 445. Wanneer men de perspectivische afstanden van al de hoekpunten 
«ns ligchaams alle eenige malen grooter of kleiner op de isometrische 
ijnen uitzet, dan zullen klaarblijkelijk al de ribben des ligchaams in 
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dezelfde reden grooier of kleiner worden Toorgestdd;^ het ia duf zeer g»> 
makkelijk, om eene gegevene figuur naar eene gegevene maatstaf perspei^ |. 
tivisch te teekenen. Zet men b. ▼., in plaats Tan de perspectivische afstanaoB, i. 
de werkelijke afstanden op de isometxische lijnen nit, dan xullen al di 1 
ribben des ligchaams in reden van ||/6 tot 1 vergrooten. f. 

$ 446. De perspectief van een' cirkel, gelegen in een der isometrisdmr i 
vlakken, of in een daarmede evenwijdig vlak, is altijd eene ellips, vaa,~ 
dezelfde gedaante. Men kan zich hiervan overtuigen door de beschou- 
wing van fig. 166, waar cirkels van gelijken straal in elk der isome->' 
trische vlakken perspectivisch zijn voorgesteld. Worden nu de stralen der T 
cirkels grooter of kleiner, dan zullen van de ellipsen, die perspectieven' ' 
dezer cirkels zijn, de assen in dezelfde reden toe- of afnemen, en dm ^ 
de ellipsen zelven gelijkvormig blijven met de hier vooi^estdide. i 

Het vierkant, om een* dezer cirkels beschreven, en waarvan dez^dea ) 
isometrische lijnen zijn, zal in perspectief eene ruit IKLM vormea; l 
vereenigt men dus de perspectieven £ en F van de raakpunten, alsmedtr.L 

6 en H, dan zijn EF en GH twee gelijke toegevoegde middellijnen vai «. 
de ellips , welke middellijnen , omdat zij tevens isometrische lijnen zijni L 
isometrische middellijnen genoemd worden , en gelijk zullen wezen au % 
|m|/6 , als m de middellijn des cirkels is (§ 439). Daar voorts de diago* r' 
nalen eener ruit loodregt op elkander staan , zoo zijn IL en KM de' c* 
rigtingen der assen. De groote as AB is blijkbaar gelijk aan de midr g 
dellijn m des voorgestelden cirkels, want de grootste perspectief geeft . 
die der middellijnen, welke evenwijdig loopt aan het glas, lig^oi* .. 
de b. V. op AG (fig. 159); de kleine as GD wordt gevonden, door -^ 
op te merken , dat de som van de vierkanten der assen eener elüp J 
gelijk is aan de som van de vierkanten van twee harer toegevo^;» ^ 
middellijnen; men heeft dus AB« + CD* = 2EF* = *jn«, waaruit g 
CD=:|m^3. Om derhalve de kleine as te construeren, beschrijft mea ' 
eenen regthoekigen driehoek FQR (fig. 167), waarin de regthoeksKyde 
PQ=EF=GH=Jm|/6, en de hypothenusa PR=AB=3» is, dan ad 
RQ=|/(PR«— PQ*)=}ii»J/3, en dus gelijk aan de kleine as CD weon. 
Dewijl de verlengden van EF en GH diagonalen van den regthodc .. 
onder de assen moeten zijn , kan men de kleine as ook construeren, door uit ^ 
A eene loodlijn op AB op te rigten , tot aan de verlengden van EF en GH. 

Hieruit volgt nog, dat de kleine as, de isometrische middelKjn, ^ ds 
groote as tot elkander staan, als 4|/3 : ||/6: 1, of als 1 : (/2: {/S. 

§ 447. Wil men dus eenen cirkel, die in een isometrisch vlak ligt, 
en eene gegevene lijn m tot middellijn heeft, in perspectief brengen, 
dan begint men, met de perspectief O (fig. 166) van deszelfs middel- j 
punt te bepalen; door deze perspectief trekt men de isometrische lijnen 
GH en EF, welke men gelijk maakt aan \m]/6 ($*440)* vervolgens 
construeert men de ruit IRLM, welke de perspectief is van het vierkant, 
oip den cirkel beschreven, en trekt in deze ruit de diagonalen IL en 
KM; wordt nu AB gelijk aan de middellijn. 7n , of AO gelijk aan jji, 
en CD:=}AB(/3 genomen, dan zijn AB en CD de beide assen der be- 
geerde ellips. De assen bepaald zijnde, kan de ellips geconstrueerd worden; 
of men kan dezelve ook uit de hand trekken door de acht punten, die 
er nu reeds van bepaald zijn. 
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Is er eene lijn gegeven , die in het middelpunt des cirkels loodregt op 
deanUs vlak staat, dan zal de perspectief OK van deze lijn klaarblij- 
kdijk in de rigting vallen van de kleine as der ellips, die de perspec- 
tief van den cirkel is; immers moet al wat gelegen is in het vlak DCc 
(fig. 159) , dat loodregt staat op het vlak DAGC , en tevens loodregt op 
het glas, zich projecteren in de lijn de. 

S 448. Om kromme lijnen in perspectief te brengen, of cirkels, die 
niet in isometrische vlakken gelegen zijn, zal men een genoegzaam aan- 
tal punten van dezelve in perspectief moeten brengen , en deze perspec- 
tieven uit de hand moeten vereenigen. 

S 449. Om eenen regten cirkelvormigen cilinder, waarvan de as eene 
isometrische lijn is, in perspectief te brengen, zal men het grond- en 
bovenvlak door isometrische ellipsen (§ 447) moeten voorstellen , en ver- 
volgens twee lijnen moeten trekken, die beide dei« ellipsen aanraken. 
Op denlfde wijze zal een regte cirkelvormige kegel, of een afgeknotte 
kegel, waarvan de as eene isometrische lijn is, in perspectief kunnen 
gebragt worden. 

J 450. Het is klaar, dat de isometrische perspectief eens bols een 
fSjnote cirkel van den bol zal zijn ; heeft men dus het middelpunt des 
b(^ in perspectief gebragt, dan zal men uit dit punt, met de werke- 
lijke lengte van den straal des bols, slechts eenen cirkel behoeven te 
besdtrijven, om de perspectief des bols te bekomen. 

S 451. De isometrische perspectief, waarvan wij nu in korte trekken 
de gronden en het gebruik hebben aangewezen , is in velerlei opzigt te 
verkiezen boven de gewone perspectief: hare regelen zijn veel gemak- 
kd^ker en eenvoudiger, en door deze laatste eigenschap geeft zij aan- 
leiding tot naauwkeuriger constructiën. Dat gelijke en evenwijdige lijnen 
k^ deze perspectief ook gelijk en evenwijdig blijven , is geen gering voor- 
deel in dexzelver uitvoering, en draagt veel bij tot eene duidelijke voor- 
stdUng der voorwerpen. 

Vooral is deze soort van perspectief zeer geschikt tot het voorstellen 
nui allerlei werktuigen en natuurkundige- instrumenten, waarbij het 
voornamelijk aankomt op het duidelijk aantoonen van het verband der 
deelen en derzelver onderlinge werking; zij wordt dan daartoe ook, bij- 
vmder in Engeland , veelvuldig aangewend. De omtrekken van zoodanige 
voorwerpen zijn meestal in isometrische rigtingen gelegen, dat is, even- 
wijdig aan de rigtingen der ribben van eenen cubus, en kunnen dus 
door deze perspectief gemakkelijk worden voorgesteld; verder bevinden 
och de in elkander grijpende raderen , die in dezelve voorkomen , grooten- 
deels in isometrische vlakken. In fig. 168 ziet men uit een voorbeeld, 
hoe duidelijk zich een zamenstel van raderen door de isometrische per- 
spectief laat voorstellen. 
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{Vervolg pan II, 98*) 

§ 452. Wanneer «een ligchaam , ^at schaduw werpt , niet door platte 
vlakken begrensd wordt , dan is de lijn , welke op het oppervlak des lig- 
chaams het verlichte van het onverlichte gedeelte afschudt, niet meer 
een zamenstel van ribben , dat gemakkelijk te onderkennen is; maar zij 
is alsdan eene kromme lijn , die bepaald moet worden door hare b^ton- 
dere eigenschap , dat zij , ten opzigte van eene gegevene rigting der licht- 
stralen , de grens is van bovengenoemde gedeelten des oppervUiu. 

$ 453. Is nu een ligchaam , dat door een gebogen oppervlak begrensd 
wordt, door evenwijdige lichtstralen verlicht, dan sullen al de lichtstra- 
len , die het oppervlak des ligchaams aanraken, een cilindervlak vormen, 
dat het ligchaam omvat en aanraakt, en dat dus tot de omhuUingsvlakken 
behoort. De kromme lijn, volgens welke deze aanraking plaats vindt, 
zal dan de schaduwlijn des ligchaams wezen , of de grens tusschen desselfs 
verlichte en onverlichte gedeelte; terwijl de kromme lijn, volgens veelke 
bovengenoemd cilindervlak het oppervlak snijdt, dat de schaduw opvangt, 
den omtrek der slagschaduw zal opleveren. 

§ 454. Is de rigting der lichtstralen aangewezen door de beide pro- 
jectiën eener l^n, waaraan deze lichtstralen evenwijdig moeten zijn, en 
is ook het schaduwwerpend ligchaam, zoowel als het oppervlak, dat de 
schaduw opvangt, in gedaante en stand ten opzigte der projectievlakken 
gegeven, dan moet men, volgens de vorige $, om de schaduwlijn des 
ligchaams te bepalen , de kromme lijn construeren , volgens welke een 
omhullend cilindervlak , waarvan de beschrijvende lijn evenwijdig is aan 
de' rigting der lichtstralen , het ligchaam aanraakt. Hiertoe gaat men 
op dezelfde wijze te werk , als in § 420 ten aanzien van een omwente- 
lingsligchaam gezegd is. Men snijdt namelijk het ligchaam door eene 
reeks van vlakken , die evenwijdig zijn aan de gegevene rigting der licht- 
stralen , en die gemakshalve loodregt op een der projectievlakken wöidèn 
genomen; men bepaalt de doorsnede van elk dezer vlakken met het dp-' 
pervlak des ligchaams , en men trekt vervolgens aan elk dezer doorsneden 
raaklijnen , die evenwijdig zijn aan de gegevene rigting der lichtstralen, 
dan zal de behoorlijke vereeniging van al de verkregene raakpunten de 
begeerde schaduwlijn opleveren. 

Zoodra de schaduwlijn op het oppervlak eens ligchaams bepaald is, zal 
men , om deszelfs slagschaduw te construeren , slechts de punten behoe- 
ven te vereenigen , waar bovengenoemde raaklijnen het oppervlak snijden, 
dat de schaduw moet opvangen. 
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S 455. De algemeene leerwijze, ter bepaling Tan Je schaduwlijn bij 
gebogene oppervlakken , die in de vorige J is opgegeven, kan somtijds ge- 
wijzigd worden naar den aard der oppervlakken, die men beschouwt. 
Zoo is in § 256 deschaduwUjn eens bols bepaald, dobr slechts den groo- 
ten cirkel te construeren, volgens welken een vlak, dat door het mid- 
delpunt gaat, en loodregt is op de rigting der lichtstralen, den bol snijdt. 

Hier volgen nu nog eenige werkstukken, betrekkelijk de schaduwen 
v&n ligchamen, die door platte en gebogene vlakken begrensd worden. 

§ 456. Werkstuk. HetregihoeJugpar.aUelopipedum{<^f,a!'f'){^^.\m) 
^Igt op het parallelopipedum (dé , V^ c") , dat door eenen haluen cilinder {j^i^p'y 
f(j^ is uitgehold X men vraagt de schaduw te construeren y die door het eerste 
'igchaam Binnen in den cilinder geworpen wordt. 

Laat (L'1^ H'i.") de rigting der lichtstralen zijn; trekt men dan door 
ie punten gf en h^' lijnen , die evenwijdig zijn .aan de projectiën dezer 
igting , dan verkrijgt men de lijn «"^" als de schaduw der ribbe {j^J'hf') 
les cilinders. Wat het parallelopipedum («'./^, «"ƒ O betreft , ziet men 
gemakkelijk in, dat van deszelfs voorste ribben de onderste, en van > de 
Lchterste ribben de bovenste, schaduwen werpen, of de schaduwlijnen zijn. 
MEen bepale derhalve de schaduwen van eene reeks van punten dezer 
nbben , en vereenige dezelve behoorlijk met elkander. Zoo is b. v. / de 
ichaduw van het punt {m\m") der voorste onderribbe, en n de schaduw 
yan het punt (</,o") der achterste bovenribbe. 

§ 457. Werkstuk. De schaduw te bepalen y die linnen in eenen hollen haloen 
M geworpen wordt y alsmede deszelfs slagschaduw op het horisontale t^lak. 

Om de oplossing te vereenvoudigen , neme men een nieuw verticaal 
dak van projectie aan , dat evenwijdig is aan de rigting der lichtstralen ; 
Ie nieuwe as van projectie t^w (fig. 170) zal dan. evenwijdig zijn aan de 
horizontale projectie dl^ van een' der lichtstralen. Door middel van de 
gegevene projectiën, bepale noen de projectie van den halven bol, alsmede 
de projectie d^l^^ van een' der lichtstralen op dit nieuwe verticale vlak. 
Verbeeldt men zich nu , dat de halve bol gesneden wordt door verticale 
vlakken , die evenwijdig zijn met (^ , dan geschiedt zulks volgens halve 
cirkels, die gelijk zijn aan derzelver verticale projectiën. Het punt (d, J*) 
werpt zijne schaduw in U, zoo als door de constmctie wordt aangetoond. 
E^n ander punt </ van den binnensten schaduw-omtrek wordt verkregen , 
door d!ef evenwijdig met JV te trekken , de cirkels Jd en f^^ in i^V 
vaj^^^^ te projecteren , mtj^^ eene lijn evenwijdig met d^l/' te trekken , 
en derzelver doorsnede c" met ^'^', in c' op ié over te brengen. Op 
deze wijze voortgaande, zal men de schaduw-grens cfVh' verkrijgen. 

Om de slagschaduw te construeren , merkt men op, dat de halve cirkel 
^éhf j welke zijne schaduw op het horizontale vlak werpt, met dit vlak 
evenwijdig is, en dat dus zijne schaduw op hetzelve een halve cirkel is,. 
die denzelfdei^ straal heeft; beschrijft men de|rhalve uit het schaduwpunt 
i/ des middelpunts , met den straal des bols , den halven cirkel Imn , dan 
is deze de omtrek der schaduw , voor zoo verre die door den halven cirkel 
CéU ontstaat. Om het gedeelte der schaduw te bekomen, dat door het 
buitenste oppervlak des bols geworpen wordt, trekke men aan de verticale 
projectiën van de buitenste cirkels der verticale doorsneden, raaklijnen 
a/f*, r/', die evenwijdig zijn met J^V\ en trekke uit de punten;/' en /', 
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waar zij de as van projectie snijden , loodlijnen op dezeh^ , lot aan de 
overeenkomstige projectiën a'V en ié dezer doorsneden ; hierdoor verkrijgt 
men de punten // en tf , Op dezeli'de -wijze kan men nog meer zulke punten 
bepalen en door dezelve te vereenigen, bekomt men het gedeelte ///n 
der schaduw. De schaduwlijn op het oppervlak des bols is een halve 
cirkel, waarvan het vlak loodregt staat op het verticale vlak; de pro- 
jectiën iV/if en i/V dezer schaduwlijn worden gevonden , door de pro- 
jectiën der raakpunten van genoemde evenwijdige raaklijnen oj^\ T<f* enz. 
met elkander te vereenigen. 

§ 458. Werkstuk. De schaduw té construeren pan eenen regten cirkeltfor- 
migen kegel en een regthoekig parallelopipedum ^ die heide met hun grondcUk 
cp het horixontale vlak staan y alsmede de slagschaduw ^ die deze ligchamen op 
elkander en op het horizontale vlak werpen. 

Laat (L'1 , U'i.") (fig. 171) de rigting der lichtstralen zijn. Wanneer 
men nu door den top (f,^') een' lichtstraal trekt, evenwijdig aan de 
gegevene rigting , dan is het punt V , waar deze lichtstraal het horizon- 
tale vlak ontmoet, de schaduw van den top, terwijl de raaklijnen ^V 
de horizontale doorgangen zijn van rakende vlakken aan den kegel, die 
evenwijdig zijn aan de rigting der lichtstralen; deze raaklijnen bepalen 
dus de slagschaduw des kegels op het horizontale vlak. De lichtstraal, 
die door den top gaat, snijdt verder het verlengde bovenvlak van bet 
parallelopipedum in het punt (/^,^') , terwijl ditzelfde bovenvlak den ke- 
gel snijdt volgens eenen cirkel, die i^V^ tot straal heeft; beschrijft men 
dus uit ^, met /V' als straal, eenen cirkel, en trekt men 'aan denzelven 
uit a' de raaklijnen 'a'/^, dan zijn o^ de horizontale projectiën der 
lijnen, volgens welke bovengenoemde rakende vlakken het bovenvlak 
van het parallelopipedum snijden. Door de raaklijnen <//^ wordt nu de 
horizontale projectie KnivlJ van de slagschaduw bepaald, die de k^;el 
op het bovenvlak van het parallelopipedum werpt; de verticale projectie 
der slagschaduw, die door den kegel op het zijvlak geworpen wordt, dat 
naar denzelven is toegekeerd , is ^'h'^m'^k!'. De slagschaduw van het pa- 
rallelopipedum op het horizontale vlak wordt op de gewone wijze bepaald. 
Construeert men de beschrijvende lijnen des kegels, die door de punten 
/ gaan, dan zullen deze, met den cirkelboog cV, de schaduwlijn des 
kegels uitmaken. 

§ 459. Werkstuk. De schaduw te Bepalen y die door den omtrek eener nis 
op derzelper binnenste vlak geworpen wordt. 

Laat AS (fig. 172) de as van projectie wezen; beschrijft men dan 
in een horizontaal vlak, waarvan as de verticale doorgang is, <een*^ hal- 
ven cirkel, die led en 3'V 'tot projectiën heeft, en verbeeldt men zich, 
dat een verticale cilinder, hebbende dezen halven cirkel tot grondvlak, 
van boven^ begrensd wordt door een horizontaal vlak Vé , en dat er boven 
dezen cilinder een kwartbol geplaatst is, die hetzelfde middelpunt (o,</) 
en denzelfden straal o'V heeft , als het bovenvlak van den cilinder , dan 
wordt de ledige ruimte , achter het verticale vlak , en begrepen tusschen 
het oppervlak van den cilinder en dat van den kwartbol , eene nis genoemd. 

Om nu de schaduw dezer nis te bepalen , wanneer (L'1', JJ^i.^^) de rig- 
ting der lichtstralen is, komt heter slechts op aan, om de projectiën te 
zoeken van de l^n , welke in het binnenste oppervlak der nis beschreven 
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wordt , door eene regte liju , die altijd eyenwijdig blijft aan de gegevene regte 
lijn fL'l'^''!'') , en langs den omtrek U'b'éd* henen glijdt. Deze schaduw 
bestaat uit drie deelen, welke aehtervolgens bepaald zullen worden. 

Het eerste gedeelte der schaduw wordt op het cilindervlak beschreven , 
gedurende dat de beweende regte lijn langs de verticale lijn {b^ UV^ 
henen glijdt. Nu is het klaar, dat gedurende deze beweging die regte lijn 
in een verticaal vlak blijft, waarvan de horizontale doorgang hc evenwij- 
dig is aan L'1', en waarvan de doorsnede met den cilinder eene beschrijvende 
lijn is, die c tot horizontale , en </V tot verticale projectie heeft; trekt men 
dus Vd evenwijdig aan L/'l" , tot aan tf'V, dan zal d^d de lijn zijn , welke 
door de bewegende reg^e lijn. binnen in den cilinder beschreven wordt , 
gedurende dat zij zich ter hoogte- van het punt (^, ^) verheft. 

Het tweede gedeelte der schaduw ontstaat uit de doorsnijding van 
den cilinder der nis met den scheeven cilinder, welken de bewegende 
lijn voortbrengt , door langs den verticalen cirkel te glijden , die in Vt!J 
geprojecteerd is. Construeert men derhalve verschillende beschrijvende 
lijnen {J^g^f^) enz. van dien scheeven cilinder , dan zullen de punten , 
waarin deze den cilinder der nis ontmoeten , in ^ , en2. op het horizon- 
tale vlak geprojecteerd worden , en men zal dertelver verticale projectiè'n 
^, enz. verkrijgen, door loodlijnen g^^ enz. op de as van projectie te 
trekken. Op deze wijze is de kromme lijn c'g'V verkregen , begrepen tusschen 
het punt </ en de horizontale lijn UdF, In de volgende § zal het middel 
worden aangewezen, om het punt h' te construeren, hetwelk op deze 
horizontale lijn gelegen is. 

Het derde gedeelte der begeerde schaduw is eene kromme lijn , welke 
ontstaat uit de doorsnede van den kwar'tbol , die de nis begrenst , 
met den bovenvermelden scheeven .cilinder. Men zal de punten dezer 
kromme lijn kunnen verkrijgen, door de beide oppervlakken te snijden 
door vlakken, die evenwijdig zijn aan de beschrijvende lijnen van den 
cilinder, en die men gemakshalve loodregt op het verticale vlak van 
projectie kan aannemen; in elk dezer vlakken zal alsdan eene beschiij- 
vende lijn van den cilinder en een cirkel des bols gelegen wezen, en 
het punt, waar deze elkander snijden, is een punt der kromroe. Het 
is in dit geval echter van belang, zijne ioevlugt te nemen tot eene hulp- 
projectie, op een vlak, dat evenwijdig is aan de snijdende vlakken, ten 
einde de cirkels dezer doorsneden zich volgens derzelver ware grootten 
zouden projecteren. 

Trekt men nu, evenwijdig aan L"l", ergens eene lijn ik ^ en ver- 
beeldt men zich door deze lijn een vlak , dat loodregt staat op het ver- 
ticale vlak, dan zal op dit vlak de. hulpprojectie worden uitgevoerd; 
men stelle zich dus hetzelve voor, als om de lijn ik op het verticale vlak 
te zijn nedergeslagen. Al de evenwijdige doorsneden des bols zijn cixk:els^ 
waarvan de verticale projectiè'n gelegen zijn in de lijnen efn' yp'<f , enz., 
die evenwijdig loopen aan U'1" , en men verkrijgt de projectiè'n dezer 
(drkels op .het nieuwe projectievlak , door op ik de loodlijnen (/ky d i, 
j/my enz. neder te laten, en uit k als middelpunt, met kiy km , enz. 
als stralen cirkels te beschrijven. Er blijft nu nog over, om aan te 
wijzen , hoe de doorsneden met den scheeven cilinder, of deszelfs beschrij- 
vende Ignen, die evenwijdig zijn aan (L'1', I/'l"), op het nieuwe vlak 
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geprojecteerd worden. Laat daartoe b. v. («r, «V) eene de^er beschrij- 
vende lijnen zijn , en (r, r') een willekeurig punt in dezelve , dan zal 
het punt (e, é) , als in het verticale vlak liggende , zich in / projecteren , 
terwijl tr den afstand aantoont , waarop het punt {ryi^ zich achter het 
verticale vlak bevindt; trekt men dus ru loodregt oi^ik ^ en maakt men 
up^str^ dan zal ip de projectie wezen der beschrijvende lijn (er^e^/) op 
het hulpvlak. Andere beschrijvende lijnen projecteren zich op hetzelve 
volgens lijnen, die evenwijdig zijn aan iV^ en de snijpunten 1, 2, x, 
enz. , van deze evenwijdige lijnen met de overeenkomstige cirkels., zullen 
op h«t hulpvlak de projectiën der begeerde kromme bepalen. 

Het is nu zeer gemakkelijk, om derzelver projectiën a'yA' en xjh op 
de oorspronkelijke vlakken van projectie te construeren. Beschouwt men 
b. V. het punt, dat zich in x projecteert, dan vindt men deszell's ver- 
ticale projectie j/^ door uit x eene loodlijn op »y neder te laten, en 
deszelfs horizontale projectie j-, door uity eene loodlijn door de as van 
projectie te trekken. Bij deze constructiën moet nog opgemerkt worden 
het punt (z, xf), hetwelk bepaald wordt door de raaklijn evenwijdig 
met L/'l^' aan den cirkel h'e^tf. 

§ 460. De projectie van de laatste kromme lijn op het hulpvlak, b 
eene regte lijn; want trekt men de lijnen Al, A2, enz., dan zijn al de 
driehoeken /1A,ir2A, enz, gelijkbeenig, en derzelver zijden /l, m2, enz. 
zijn onderling evenwijdig; de hoeken lik y %nky enz. zijn derhalve aan 
elkander gelijk, alsmede de andere hoeken, die op deze zijden gelegen 
zijn. De hoeken /Al, mA2, enz. zijn derhalve ook gelijk, en gevolgelijk 
zijn de punten 1, 2,x,....Ain eene regte lijn gelegen; ofwel, hetgeen op 
hetzelfde uitkomt, de kromme lijn, beschreven binnen in den bol, is een 
groote cirkel, welks vlak loodregt staat op het vlak der hulpprojectie (*). 

Hieruit vloeit een gemakkelijk middel voort , om punten der kromme 
lijn te bepalen, die op willekeurige cirkels des bols zijn gelegen. Wil 
men b. V. het punt bepalen, dat op den horizontalen cirkel b'^ ligt, dan 
zoeke men de gemeene doorsnede van het vlak dezes cirkels met dat der 
kromme, en het punt, waar deze lijn den gegeven' cirkel snijdt, zal 
het begeerde wezen. Deze gemeene doorsnede projecteert zich volgens Vtf 
op het verticale vlilk, en volgens Al op het hulpvlak; men zal derhalve 
de projectiën /en «t van eenig punt dezer lijn op die vlakken verkrijgen, 
door uit d eene loodlijn op ik neder te laten. Daar nu de afstand , van 
dit punt (/, tt) tot het verticale vlak, gelijk is aan tt^, zoo zal, als men 
dy=^tt^ neemt, het punt y tot de horizontale projectie der gemeene door- 
snede van bovengenoemde cirkelvlakken behooren. Dewijl voorts beide 
deze vlakken door het middelpunt des bols gaan, zoo gaat ook hunne 
gemeene doorsnede door dit middelpunt , en gevolgelijk is oy de horizontale 
projectie dezer gemeene doorsnede. Het punt A,waar deze lijn denhalven 
cirkel bed snijdt, is derhalve de horizontale projectie van het begeerde 
punt, en deszelfs verticale projectie h! wordt gevonden, door uit h eene 
loodlijn door de as van projectie te trekken. 



(*} Dete cirkel heeft tot veirlicale phojeetle eeoe ellips, waarvAD o'%' de hahe groote as 
is , eo waarvan de halve kleioe as i/n' bepaald woxdt , door uft 1 eese ioodiyi» op s'r' neder 
te laten. 



WBBKSTÜILKEN TOT OEFENING. 






i. £jen punt door zijne beide projectiën gegeven zijnde, vti^agt men 
de nienwe projectiën van dat punt te bepalen, als men een van beide 
piDJ«cti«vlakken verplaatst. 

12. Eene lijn gegeven zijnde, een punt in dezelve te bepalen, dat op 
eenen geerenen afstand boven of beneden het horizontale vlak ligt. 
a.^B[et punt in de lijn (CD', CD") (fig. 11) te bepalen, dat even 
ver van het horizontale , als van het verticale vlak afstaat. 

4. De punten gegeven zijnde, waar eene lijn elk der beide projectie* 
Tlakken ontmoet, vraagt men de projectiën dezer lijn te bepalen'. 

S.'Sene lijn met een punt in dezelve gegeven zijnde, vraagt men 
in deze lijn een ander punt te vinden , dat van het gegeven punt op 
eenen gegevenen a&tand staat* 

6. Dbu afstand tusschen twee gegevene punten in gegevene reden te 
Terdeelen. 

7. Door een gegeven punt eene lijn te treidcen , evenwijdig aan het 
. verticale vlak , en die eenen gegevenen hoek maakt met het horizon- 
I tale ^dak. 

I 8. Door een gegeven punt eene lijn te trekken, die eenen gegevenen 
' hoek maakt met het horizontale vlak , en die tevens evenwijdig loopt 
aan een vlak , dat loodregt ^taat op het horizontale vlak. 

9. Wanneer het snijpunt eener lijn met een der projectievlakken , 
hare projectie op dit vlak , en den hoek , dien zij met hetzelve maakt , 
gegeven zijn , vraagt men hare andere projectie te bepalen. 

^P. De dQorsnede va^. twee vlakken te bepalen, wanneer derzelver 
doorgangen elkander snijden , maar deze snijpunten buiten het vlak van 
teekening- vallen, 

11. De doorsnede van twee vlakken te construeren, wanneer het eene 
vlak eveflwijdig is aan de as van projectie, en het andere vlak evenwijdig 
is aan het horizontale vlak. 

12. Den hoek te construeren , dien de doorgangen van een gegeven 
hellend, vlak met elkander in de ruimte maken. 

13. Door een gegeven punt eene lijn te trekken, evenwijdig aan twee 
elkander snijdende vlakken. 
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14. In een gegeven hellend ylak eene lijn te bepalen, die evenwijdig . - 
is aan het horizontale vlak, \ 

Itf. De doorsnede te bepalen van een hellend vlak met eene lijn, die 7;. 
loodregt staat op het horizontale vlak. 

16. De doorsnede te bepalen van een hellend vlak met eene lijn, die : 
evenwijdig is aan de as van projectie. \_ 

17. Door een gegeven punt eene lijn te trekken, evenwijdig aan een | 
gegeven vlak. f- 

18. Wanneer de doorgangen van een vlak evenwijdig zijn aan de as ^ 
van projectie , vraagt men de hoeken te bepalen , die dit vlak mét de .J^ 
beide projectievlakken maakt. 

19. De horizontale doorgang van een vlak, en de hoek, dien hetzelve j 
met het horizontale vlak maakt, gegeven zijnde, den verticalen door- v 
gang van dit vlak te construeren. 

20. De verticale doorgang van een vlak, en de hoek, dien hetzelve' 
met het horizontale vldk maakt, gegeven zijnde, deszelfs horizontalen 
doorgang te construeren. 

21. Men vraagt hetzelfde te bepalen, als de gegevene verticale door- 
gang evenwijdig is aan de as van projectie.- 

22. De doorgangen van het vlak te bepalen , dat den hoek midden 
door deelt, dien een gegeven vlak maakt met het horizontale vlak. , 

23. Een punt in een vlak gegeven zijnde, vraagt men door dit pnnt 
eene lijn te trekken, die met het horizontale vlak eenen gegévenen 
hoek maakt. 

24. De horizontale projectiën van de hoekpunten eens driehoeks, 
gelegen in een hellend vlak, gegeven zijnde, vraagt men de wezenlijke 
gedaante van dezen driehoek te bepalen. 

25. Een vlak ligt met eene in hetzelve gelegene lijn op het horizon- 
tale vlak: men vraagt de ^projectiën dezer lijn te bepalen, wanneer dit 
vlak zich om den horizontalen doorgang opwaarts beweegt, tot dat het 
een* gegeven' hoek met het horizontale vlak maakt. 

26. De doorgangen van een vlak en de horizontale projectie van de 
diagonaal eens vierkants, gelegen in dit vlak, gegeven zijnde, vraagt men 
de projectiën van dit vierkant te bepalen. 

Sf7. Eene lijn in een vlak gegeven zijnde, vraagt men door een. pnnt 
van deze lijn, in het vlak eene lijn te trekken, die met de eerste eenen 
g^evenen hoek maakt. 

28. De lijn te construeren, die den hoek van twee gegevene lijn^i 
midden door deelt. 

29. Door een gegeven punt een vlak te brengen, dat evenwijdig is 
aan een vlak , waarvan de doorgangen evenwijdig loopen met de as van 
projectie. 

30. Een punt te bepalen, dat op eenen gegevenen afstand staat van 
een gegeven vlak. 

31. Den afstand van twee evenwijdige vlakken te construeren.^ 

32. Eén vlak te construeren , dat evenwijdig is aan een gegeven vlak , 
en op eenen gegevenen afstand van hetzelve staat. 

33. Den afstand te construeren van twee gegevene evenwijdige 
lijnen. 
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34. Op eene gegevene lijn, "uit een gegeven punt in dezelve, eene 
K>dlijn op te rigten, die evenwijdig is aan het verticale vlak. 

35. Een vlak ligt op het horizontale vlak nedergedagen : indien nu 
ïne lijn , waarvan de beide projectiè'n gegeven zijn , steeds denzelfden 
and ten opzigte van dit vlak behoudt, wanneer hetzelve zich om zijnen 
orizontalen doorgang opwaarts beweegt, tot dat het een* gegeven' hoek 
iet het horizontale vlak maakt, vraagt men de projectiè'n der lijn na 
e opgegevene beweging te bepalen. 

36. Gegeven zijnde twee lijnen, die elkander kruisen, vraagt men 
oor eene derzelve een vlak te brengen, dat evenwijdig] is met de 
adere. 

37. Door een gegeven punt eene lijn te trekken , die twee elkander 
niisende lijnen snijdt. 

38. Men vraagt het vlak te bepalen, dat door twe& lijnen gaat, die 
side evenwijdig zijn aan de as van projectie. 

39. Door eene gegevene lijn een vlak 'te brengen, dat loodregt staat 
p een gegeven vlak. 

40. Het vlak te construeren , dat den hoek van twee gegevene vlak- 
en midden door deelt. 

41. Den hoek te bepalen, dien eene gegevene lijn maakt met een 
^even vlak. 

42. Den hoek 'te construeren, dien de as van projectie maakt met ee^ 
egeven hellend vlak. 

43. Door eene lijn , die evenwijdig is aan het horizontale vlak , een 
lak te brengen, dat met het horizontale vlak eenen gegevenen hoek 
laakt. 

44. Door eene lijn, die evenwijdig is aan de as van projectie, een 
lak te brengen , dat met het horizontale vlak eenen gegevenen hoek 
laakt. 

45. Door eene gegevene lijn een vlak te brengen, dat met het hori- 
ontale vlak eenen hoek maakt, gelijk aan den hoek, dien de gegevene 
jn .maakt met het horizontale vlak. 

46. Door eene gegevene lijn een vlak te brengen, dat met een ge- 
;even vlak eenen gegevenen hoek maakt. 

47. Den kortsten afstand te construeren van twee lijnen, die elkan- 
ler kruisen, en waarvan de eene in het verticale vlak ligt. 

48. De projectiè'n te bepalen van een regelmatig tetraëdrum, waar- 
an eene der ribben in het horizontale vlak ligt , en het aangrenzende 
ijvlak eenen gegevenen hoek maakt met het horizontale vlak. 

49. De projectiè'n te bepalen van eenen cubus, die met een zijner 
ibben op het horizontale vlak staat, zoodanig, dat de aangrenzende 
ibben hoeken van 45^ met het horizontale vlak maken. 

50. De projectiè'n te bepalen van een regelmatig dodecaëdrum , dat 
net een zijner zijvlakken op het horizontale vlak ligt. 

51. De doorsnede te bepalen van een willekeurig vlak met eenen cubus, 
lie met een zijner zijvlakken op het horizontale vlak staat , en deze door- 
nede omslaan op een der projectievla^ken. . 

52. Een punt in het oppervlak eens bols te vinden, dat zich op 
;egevene afstanden van de projectievlakken bevindt. 
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53. De punten té ' constmeren , w&arin eens lijn , die evenwijdig 
loopt aan de as van projectie, eenen gpgëvenen bol snijdt. 

54. De doorsnede te construeren van een' bol met een vlak , dat 
loodregt slaat op het horizontale vlak. 

55 De doorsnede te construeren van een* bol met een vlak , dat 
evenwijdig is aan het horizontale vlak. 

56. De doorsnede te construeren van een* bol met een vlak, waarvan 
de doorgangen evenwijdig zijn aan dë as van projectie. 

57. De geographische lengte en breedte van eene plaats op aarde ge- 
geven zijnde, vraagt men de beide projecüèn van dezelve te bepalen, 
wanneer men gemakshalve het middelpunt der aarde in de as van pro- 
jectie aanneemt, en de as der aarde loodregt op het horizontale vlak. 

58. Uit een gegeven punt als middelpunt eenen bol te beschrijven, 
die een gegeven vlak aanraakt. 

59. Aan een' gegeven' bol een rakend vlak te brengen , dat evenwij- 
dig is met een gegeven vlak. 

60. Door eene lijn, die loodregt staat op het horizontale vlak, een 
rakend vlak aan eenen bol te' brengen. 

61. Uit een gegeven punt als middelpunt, eenén bol te beschrijven, 
die eenen gegevenen bol aanraakt. 

62. Een' bol te beschrijven-, die eenen gegevenen straal heeft, en dié 
eenen gegevenen bol in een gegeven punt 'aanraakt. 

63. Een' bol te beschrijven , die door een gegeven punt gaat , en dié ^ ' 
eenen gegevenen bol in een gegeven punt aanraakt! 

64. Een' bol te beschrijven, die door een gegeven punt gaat, en die 
een gegeven vlak in een gegeven punt aanraakt. 

65. Door een gegeven punt een rakend vlak aan twee gelijke bollen 
te brengen*. 

66. Een' bol te beschrijven , die door twee gegevene punten gaat , een* 
g^even' straal heeft, en het horizontale vlak aanraakt. 

67. Een' bol te beschrijven, die door Hrie gegevene punten gaat, en 
het horizontale vlak aanraakt. 

68. Een' bol te beschrijven, die door drie gegevene punten gaat, 
en eenen gegevenen straal heeft. 

69. In eene gegevene driehoekige piramide een' bol te beschrijven^ . 
gemakshalve een der zijvlakken als horizontaal, en een der drie andere 
zijvlakken loodregt op het verticale vlak aannemende. 

70* Een punt buiten eenen bol gegeven zijnde, vraagt men uit dit 
punt eene raaklijn aan dien bol te trekken , en tevens den kleinen 
cirkel te bepalen, waarin al de raakpunten gelegen zijn. 

71. Eene lijn en een bol gegeven zijnde, vraagt men eene raaklijn 
aan den bol te trekken , evenwijdig aan de gegevene lijn , en tevens den 
grooten cirkel te bepalen , waarin al de raakpunten gelegen zijn. 

72. In perspectief te brengen , eene regelmatige zeshoekige piramide en 
een regelmatig achthoekig prisma, die met hunne grondvlakken op het 
horisiontale vlak staan. 

73. In perspectief te brengen, twee balken, waarvan de eene op het 
horitoütade vlak Kgt, en waarvan de andere in een' willekeurigen stand 
met zijn grondvlak op' het bovénvlak des eeristen rust. 



187 

« 

I. Eene yierhoekige piramide en een regthoekig paraUelopipedmn staan 
hunne grondvlakken op het horizontale vlak : men vraagt derzelver 
icfaaduw op elkander en op het horizontale vlak te bepalen ; de rigting 
lichtstralen willekeurig aannemende. 
$. Dit laatste, met de schaduwen, in perspectief te brengen. 

6. Op een cilindervlak , waarvan de rigtlijn in het horiioontale vlak 
, is eene kromme lijn beschreven, die zich op het horizontale vlak 
een cirkel projecteert : men vraagt de verticale projectie dezer kromme 
te bepalen. 

7. Gegeven zijnde eene regte lijn en de straal eens cirkels , waarvan het 
delpunt zich altijd in deze lijn, en waarvan het vlak zich altijd loodregt 
leze lijn beweegt, vraagt men den horizontalen doorgang te bepalen 

het cilindervlak, dat op deze wijze ontstaat. 

8. Op het bovenste blad van een kegel vlak, waarvan de rigtl'jn in 
horizontale vlak ligt, is eene kroikime lijn beschreven, die een' 

el tot verticale projectie heeft: men vraagt de horizontale projectie 
X kromme lijn te bepalen. 

9. Gegeven zijnde eene regte lijn en een punt in dezelve, alsmede 
ioek, dien eene bewegende lijn , 'gaande altijd door dit punt, met de 
te lijn maakt , vraagt men den horizontalen doorgang te bq>alen van 
kegelvlak, dat op deze wijze ontstaat. 

0. Wanneer eene regte lijn, door een gegeven punt gaande, altijd 
oppervlak eens bols aanraakt, vraagt men de projectiën te bepalen 
de aanrakingskromme , alsmede de doorsnede van het omhuUings- 

: met het horizontale vlak. 

1. Wanneer eene regte lijn zich evenwijdig aan eene gegevene regte 
beweegt, en het oppervlak eens bols aanraakt, vraagt ^len de pro« 

iën te bepalen van de aanrakingskromme, alsmede de doorsnede van 
omhallingsvlak met het horizontale vlak. 

2. Men vraagt eenige standen te construeren van de regte lijn, 
Le een hellend schroefvlak beschrijft , en. de horizontale projectie van 
g punt dezes - oppervlaks gegeven zijnde , vraagt men de verticale 
ectie van dit punt te bepalen. 

3. Men vraagt eenige standen te construeren van de regte lijn , welke 
oppervlak van de kegelvormige wig van JVallis voortbrengt, en de 

2ontale projectie van eenig punt dezes oppervlaks gegeven zijnde, 
igt men de verticale projectie van dit punt te bepalen. 

4. W^anneer eene regte lijn, altijd evenwijdig aan het horizontale 
: blijvende, op eene andere regte lijn en op een' vbol rust, dan ont- 
t hierdoor een scheef oppervlak (eene soort van conoïde): men vraagt 
kromme lijn te bepalen, volgens welke de bol wordt aangeraakt. 

5. Van een omwentelingsvlak is de as loodregt op het horizontale 
: : indien nu de verticale projectie van de hoofdmeridiaan dezes op- 
rlaks gegeven is, vraagt men de verticale projectie van eene wille* 
rige meridiaan te bepalen. 

6* De as van een omwentelingsvlak staat loodregt op het hori- 
tale vlak : als nu de beide projectiën va9 eenige meridiaan gegeven 
, vraagt men de projectiën van de hoofdmer4^a||in dezes oppervlaks 
jepalen. 
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87. Op een omwentelingsvlak , waarvan de as loodregt staat op. 
horizontale vlak, is eene kromme lijn beschreven, waarvan de ve 
projectie eene regte lijn is, die de verticale projectie van de omwi 
lingsas snijdt, en niet evenwijdig is aan de as van projectie: men 
de horizontale projectie dezer kromme lijn te bepalen. 

88. De ontwikkelbare héli^oïde te construeren, en derzelver dooi 
met het horizontale vlak te bepalen. 

89. De punten te bepalen, waafin eene gegevene regte lijn e&ï 
geven cilindervlak snijdt. 

90. De punten te bepalen, waarin eene gegevene regte lijn een 
geven kegelvlak snijdt. 

91. De doorsnede te bepalen van eene regte lijn met het op 
van de kegelvormige wig van JValli». 

92. De doorsnede te bepalen van het oppervlak van den 
ring met eene regte lijn, die evenwijdig b aan het verticale vlak^ 
waarvan de horizontale projectie raaldijn is aan de horizontale proj 
van de keel. 

93. De doorsnede te bepalen van een regt cirkelvormig cilind 
met een plat vlak, waarvan de doorgangen evenwijdig zijn aan de as 
projectie, en de doorsnede om te slaan op het horizontale vlak. 

94. De doorsnede te bepalen van een willekeurig plat vlak met 
willekeurig cilindervlak, als de verticale projectie der beschrijvende 
evenwijdig is aan den verticalen doorgang des vlaks, en de horizont 
projectie der beschrijvende lijn evenwijdig is aan de as van pro] 
terwijl de horizontale doorgang des vlaks de rigtlijn snijdt. 

95. De doorsnede te bepalen van een regt cirkelvormig kegelvlak 
een plat vlak , dat loodregt is op het verticale vlak , en dat de bei 
bladen des kegelvlaks snijdt. De doorsnede om te slaan op het verti- 
cale vlak. \ 

96. De doorsnede te bepalen van een regt cirkelvormig kegelvlak met*; 
een plat vlak, waarvan de doorgangen evenwijdig zijn aan de as vaoi 
proj«:tie. 

97. De doorsnede te bepalen van een regt cirkelvormig kegelvlak met 
een vlak, dat loodregt staat op het horizontale vlak, ab de horizontal ^ 
doorgang des vlaks door de horizontale projectie van den top gaat, eo 
de rigtlijn des kegelvlaks snijdt. J 

98. De doorsnede te bepalen van het oppervlak van den gewoneB 
ring met een plat vlak , dat loodregt staat op beide prójectievlikken en 
het oppervlak in een punt van de keel aanraakt. De doorsnede om t« 
slaan op het horizontale vlak. 

99. De doorsnede te bepalen van twee willekeurige cilindervlakken, 
waarvan de rigtlijnen in het verticale vlak liggen, en waarvan d« 
beschrijvende lijnen evenwijdig zijn aan het horizontale vlak; de rigt' 
lijnen zoodanig aannemende, dat de eene cilinder den anderen niet j 
doorboort. 

100. Gegeven zijnde twee lijnen in het horizontale vlak, die elkander 
loodregt snijden, vraagt men de punten te construeren, die pp gelijken 
afstand zijn van elk dezer lijnen. 

101. Er zijn twee lijnen gegeven; de eene is loodregt op het hori- 
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IPDtale vlak \ en de andere evenwijdig aan de as van projeotie : men 
toagt de punten te construeren, die op gegevene afstanden staan Tan 
4k deatx lijnen. 

102. Eene regte lijn te bepalen , die evenwijdig is atfti twee gegevene 
Cfeowijdige lijnen, en die van elk eenen gegevenen afstand heeft. 

103. De doorsnede te construeren van twee kegelvlakken , die dkan- 
kr niet doorboren ; de rigtlijnen in het horizontale vlak , en de toppen 
Fsren hoog boven het horizontale vlak gelegen zijnde. 

104. Van twee kegel vlal^ken zijn gegeven de assen, de toppen en de hoe- 
)kd, die de beschrijvende lijnen met elk der assen maken: men vraagt 
it doorsnede dezer kegelvlakken te construeren de assen niet evenwijdig 
tannemende. 

105. De doorsnede te construeren van een regt cirkelvormig cilin- 
^lak met een regt cirkelvormig kegelvlak, als de rigtlijnen in het 
ionzontale vlak liggen, en elkander snijden. 

106. De doorsnede te construeren van een* bol met een cilindervlak , 
waarvan de rigllijn in het horizontale vlak ligt, en waarvan de be- 
xhrijvende lijn evenwijdig is aan het verticale vlak. De gegevens zoo- 
^ig aan te nemen, dat de cilinder den bol doorboort. 

107. Van een regt cirkelvormig cilindervlak ligt de rigtlijn in het 
verticale vlak , men vraagt deszelfs doorsnede te construeren met het op- 
|iervlak eens bols. De gegevens zoodanig aan te nemen, dat de cilinder 
hl bol doorboort. 

108. Van een regt cirkelvormig cilindervlak ligt de rigtlijn in het 
horizontale vlak, men vraagt deszelfs doorsnede te construeren met het 
oppervlak eens bols. De gegevens zoodanig aan te nemen, dat de ei- 
bder den bol niet doorboort. 

109. De doorsnede te construeren van een' bol met een regt cirkel- 
romiig kegelvlak, dat op het horizontale vlak^taat; de gegevens zoo- 
lanig aannemende, dat de kegel den bol niet doorboort. 

110. De doorsnee te construeren van een regt cirkelvormig ke- 
slvlak, staande op het horizontale vlak, met een' bol, waarvan het 
uiddelpunt even hoog boven het horizontale vlak ligt, als de top 
es kegels, en waarvan de horizontale projectie de rigtlijn des kegels 
mvat. 

111. De doorsnede te construeren van een' bol met een regelmatig 
sboekig prisma, waarvan de as door het middelpunt des bols gaat, en 
>odregt staat op het horizontale vlak, wanneer twee der zijvlakken van 
et prisma evenwijdig zijn aan het verticale vlak. 

112. De doorsnede te construeren van het oppervlak van den gewonen 
ng met het oppervlak van eenen regten cirkelvormigen cilinder, die 
} het horizontale vlak staat; de gegevens zoodanig aannemende, dat 
) cilinder den ring doorboort. 

113. Een punt in de ruimte te construeren, dat van drie gegevene 
nen op gegevene afstanden staat. 

114. Van eene driehoekige piramide zijn de hoekpunten der basis 
K>r derzelver projectiën gegeven, en bovendien zijn de hoeken bekend, 
e elk der opstaande ribben met het vlak van de basis maken: men 
aagt het toppunt van deze piramide te construeren. 



t90 

IIK. Eén punt in de ruimte te vinden^ waaruit drie gegévene puit- 
ten, twee aan twee, onder gegevene hoeken gezien worden. 

116. Een punt in de ruimte te construeren , dat op gegevene afstaan 
den staat van een gegeven punt, van eene gegevene lijn en van wm 
gegeven vlak. 

117. Op een cirkelvormig cilindervlak, waarvan de beschrijvende lija 
loodregt staat op het horizontale vlak , is eene kromme lijn heschreven^p 
die zich in de ontwikkeling als een gelijkzijdige driehoek vertoonts 
men vraagt de verticale projectie dezer kromme lijn te bepaleii. 

118.. Op het oppervlak van eenen regten cirkelvormigen kegel, waap* 
van de straal des grondvlaks tot de schuinsche zijde staat, als 17 tofe 
24, is eene parabool beschreven: men vraagt het kegelvlak te ontwik»* 
kelen, en deze parabool in de ontwikkeling voor te stellen. 

119. Op het oppervlak van eenen regten cirkelvormigen kegel , waarvaft 
de hoek, dien «de schuinsche zijde met de as maakt, 30^ bedraagt, ik 
eene ellips beschreven : men vraagt dit kegelvlak te ontwikkelen , en deza 
ellips in de ontwikkeling voor te stellen. 

120. Op het oppervlak van eenen regten cirkelvormigen kegel, waarvai 
de omtrek des grondvlaks in de ontwikkeling een boog van 225® wordt, 
is eene hyperbool beschreven : men vraagt dit kegelvlak te ontwikkelen, 
en deze hyperbool in de ontwikkeling voor te stellen. 

121. De projectiën te bepalen van éene kromme lijn, die op hel 
oppervlak van eenen regten cirkelvormigen kegel zoodanig beschrevei 
is , dat zij bij het ontwikkelen van dat oppervlak in eene regte liji 
overgaat. 

122. Eene lijn gegeven zijnde, buiten een gegeven cilindervlak, vraag 
men te onderzoeken, of door deze lijn rakende vlakken aan het cilin- 
dervlak kunnen gebragt worden; de rigtlijn des cilindervlaks hi he 
horizontale vlak gegeven zijnde. 

123. Een' bol te construeren, die ee&* gegeven* straal heeft, en di( 
een gegeven cilindervlak in een gegeven punt aanraakt. 

124. Een bol ên een cilindervlak gegeven rijnde , vraagt mén vlkkkei 
te construeren^ die beide deze oppervlakken aanraken. 

125. Eene lijn gegeven zijnde, buiten een gegeven kegelvlak, vra&g 
men te onderzoeken , of door deze lijn rakende vlakken aan het kegelvlal 
kunnen gebragt worden; de rigtlijn des kegelvlaks in het horizontal 
vlak gegeven zijnde. 

126. Een* bol te construeren , die een* gegeven' straal heeft , en di 
een gegeven kegelvlak in een gegeven punt aanraakt. 

1^. Een bol en een kegelvlak gegeven zijnde, vraagt men vlakkei 
te construeren, die beide deze oppervlakken aanraken. 

1284 Van een cilind&rvlak de beschrijvende lijn willekeurig en d 
rigtlijn een cirkel zijnde, gelegen in het horizontale vlak', vraagt i;ne: 
rakende vlakken aan dit cilindervliEÜi te brengen, die een* gegeven' hoe 
maken met het horizontale vlak. 

129. Van een scheef kegelvlak dé rigtlijü een cirkel' zijnde, gelege 
in het horizontale vlak , vraagt men rakende vlakken aan dit kegelvla 
te brengen, die een* gegeven* hoek maken met het horizontale vlak. 

130. Een rakend vlak te construeren aan een Willekeurig punt va 
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ket oppenrlak Tan den gewonen ring, alsmede aan een willekeurig punt 
tan de keel dezes oppervlaks. . 

131. Aan een omwentelingsvlak , waarvan de as loodregt staat op het 
koriiontale vlak, een rakend vlak te brengen, dat een* gegeven* hoek 
naakt met het horizontale vlak. 

132. Een kegel vlak en een omwentelingsvlak gegeven zijnde, vraagt 
>pien vlakken te construeren, die beide deze oppervlakken aanraken. 

133. £en cilindervlak en een omwentelingsvlak g^even zijnde , vraagt 
men vlakken te construeren, die beide deze oppervlakken aanraken. 

134. Een rakend vlak te construeren aan een gegeven punt van het 
«ppervlak van de kegelvormige wig van Jfattu, 

135. Een regte cirkelvormige kegel staat in een* hellenden stand ten 
•psigte van de projectievlakken : men vraagt de projectië'n van deaeen 
kegel te. bepalen. 

136. De verticale projectie te construeren van eene vierkante schroef 
londer spil. 

137. De verticale projectie te construeren van eene driehoekige schroef, 
waarbij de hoogte van den schroefgang grooter is , dan de basis van den 

|kewi^^nden gelijkbeenigen driehoek. 

13l8. In dezeli'de onderstelling de verticale projectie te construeren van 
eene driehoekige schroef zonder spil. 

139. De verticale projectie te construeren van eene driehoekige schroef, 
waarbij de hoogte van den schroefgang gelijk is aan de basis van den 
Wwegenden gelijkbeenigen driehoek. 

140. In perspectief te brengen een* regten cirkelvormigen kegel , die 
met zijn grondvlak op het horizontale vlak staat, en evenwijdig aan 
[Ittt grondvlak is af geknot (*). 

141. Een gedeelte van de omwentelings-hyperboloïde met één blad 
in perspectief te brengen; onderstellende, dat de omwentelings-as lood- 
Rgt staat op het horizontale vlak. 

142. Een bol, die op het horizontale vlak rust, in perspectief te 
krengen. 

143. Volgens de leerwijze der isometrische perspectief, in perspectief 
te brengen een regthoekig parallelopipedum , dat met zijn grondvlak op 
het horizontaal-isómetrisch vlak staat, en waarvan twee der opstaande 
ajvlakken even\^ijdig zijn aan elk der andere isometrische vlakken ('j'). 

144. In perspectief te brengen, een regthoekig parallelopipedum, dat 
met zijn grondvlak op het horizontaal-isometrisch vlak staat, en waarvan 
de opstaande zijvlakken een' willekeurigen stand hebben, ten oprigte der 
beide andere isometrische vlakken. 

145. In perspectief te brengen , eene regelmatige zeshoekige piramide , 
die met zijn grondvlak op het horizontaal-isometrisch vlak staat. 

146. In perspectief te brengen, een regelmatig achthoekig prisma, 
dat met zijn grondvlak op het horizontaal-isometrisch vlak staat. 



I 



(*) la 4it werkttok, toowel als in de beide volgende, wordt de perapecUef volgeae de 
lenvQ** '*' «fikende Mhaal begeerd, 
(•f) bi de T^f volgende werkstukken wordt mede de i«OBetrieche pertpectief bedoeld. 
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147. In perspectief te brengen , een* regten cirkelvormigen ^ 
die met zijn grondvlak op het horizontftal-iaometrisch vlak staaCT 

148. In perspectief te brengen, een' regten cirkelvormigen C? 
die met eene zijner beschrijvende lijnen op hel horizontaal-isac^ 
vlak ligt , en waarvan het grond- of bovenvlak evenwijdig ii ^ 
der beide andere isometrische vlakken. 

149. Elen regte cirkelvormige kegel staat met zijn grondvlak 
horizontale vlak , en een regte cirkelvormige cilinder ligt met eoa^ 
beschrijvende lijnen op het horizontale vlak , terwijl zijn grond- ii^ 
vlak evenwijdig is aan het verticale vlak : men vraagt de eigene acs 
dezer ligchamen te bepalen , alsmede de slagschaduw , die zij op dQ 
en op het horizontale vlak werpen. 

150. De eigene schaduw te bepalen op het oppervlak van den ger 
ring, die op het horizontale vlak ligt. 
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